Capitulo X1V

Caminhos Mais Curtos

de um vértice a todos 0s vértices
(num grafo orientado e pesado)

Algoritmo de Bellman-Ford
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Problema

Dado um grafo orientado e pesado e um Vértice o, como encontrar,
para cada vértice x para o qual ha caminho a partir de o, um caminho
pesado mais curto de o para z7

Caminhos (nao pesado e pesado) mais curtos de O para 3

Caminho nao pesado: 0, 1, 3 Compr.: 2 Compr. pesado: 5
Caminho pesado: 0, 4, 2, 3 Compr.: 3 Compr. pesado: 3

Observacao: os pesos dos arcos podem ser negativos.
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Dijkstra nao Funciona com Pesos Negativos

1/@\3 Inicializacao origem 1
0
(2F —4 (0) (1)

-I-OO@ @—I—oo

Selecao de 1 Selecao de 2
0 0

1 (D3 O,
=R o

O comprimento do caminho

0
mais curto de 1 para 2
1(2)

3 nao é 1
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Ideia que nao Funciona

e Alterar os pesos dos arcos: se m for o menor peso de um arco do

grafo, adicionar —m a todos 0s pesos dos arcos.

e Aplicar o algoritmo de Dijkstra.

1/@\3 Caminho mais curto de 1 para 2:

5/@\7 Caminho mais curto de 1 para 2:
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Ciclos de Peso Negativo
Comprimentos dos Caminhos Mais Curtos a partir de 07

Y S OW
@<@% > OIOSS0
2:36 7
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Ciclos de Peso Negativo
Comprimentos dos Caminhos Mais Curtos a partir de 07

R O=—O0=> OO0

Margarida Mamede, DI — FCT NOVA ADA, 2019/20, Capitulo XIV 6



Observacao

Se existe algum caminho de o para v € o0 grafo nao tem ciclos de peso

negativo acessiveis a partir de o, entao:

e HA um caminho mais curto de o para v que € simples.
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Observacao

Se existe algum caminho de o para v € o0 grafo nao tem ciclos de peso

negativo acessiveis a partir de o, entao:

e HA um caminho mais curto de o para v que € simples.
/@h@
%/

e Esse caminho tem, no maximo, |V| vértices e |V|— 1 arcos.
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Observacao

Se existe algum caminho de o para v € o0 grafo nao tem ciclos de peso

negativo acessiveis a partir de o, entao:
e HA um caminho mais curto de o para v que € simples.

e Esse caminho tem, no maximo, |V| vértices e |V|— 1 arcos.

Primeiro Problema a Resolver

Para todo o vértice v,
descobrir o comprimento dos caminhos mais curtos de o para v

que tém, no maximo, |V| — 1 arcos.
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Resolucao do Primeiro Problema (1)

Se um caminho mais curto de o para v tem a forma:

0, Wi, W, ..., wn, v (com n >0),
entao

o, Wi, W2, ..., Wn

€ um caminho mais curto de o para wy,.
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Resolucao do Primeiro Problema (1)

Se um caminho mais curto de o para v tem a forma:

0, Wi, W, ..., wn, v (com n >0),
entao

o, Wi, W2, ..., Wn

€ um caminho mais curto de o para wy,.

Generalizacao do Primeiro Problema

Para todo o vértice v,
descobrir o comprimento dos caminhos mais curtos de o para v
que tém, no maximo, i arcos, para i =0,1,...,|V|— 1:

L(v,1).
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Resolucao do Primeiro Problema (2)

Comprimento dos caminhos mais curtos de o para v que tém, no

maximo, 7 arcos (para i > 0): L(v,1)

e Se1 =0
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Resolucao do Primeiro Problema (2)

Comprimento dos caminhos mais curtos de o para v que tém, no

maximo, 7 arcos (para i > 0): L(v,1)
e Sei=0ev=o0, L(v,i)=0;

e Sei=0ev#o0, L(v,i) =00,
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Resolucao do Primeiro Problema (2)

Comprimento dos caminhos mais curtos de o para v que tém, no

maximo, 7 arcos (para i > 0): L(v,1)
e Sei=0ev=o0, L(v,i)=0;
e Sei=0ev#o0, L(v,i) =00,
e Seq1>1,

— OU 0 caminho tem, no maximo, — 1 arcos e 0 seu comprimento

é L(v,i—1);
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Resolucao do Primeiro Problema (2)

Comprimento dos caminhos mais curtos de o para v que tém, no

maximo, 7 arcos (para i > 0): L(v,1)
e Sei=0ev=o0, L(v,i)=0;
e Sei=0ev#o0, L(v,i) =00,
e Seq1>1,
— OU 0 caminho tem, no maximo, — 1 arcos e 0 seu comprimento
é L(v,i—1);
— Oou 0 caminho tem, no maximo, ¢ arcos, o ultimo arco é (w,v),

para algum (w,v) € A, e 0 seu compr. € L(w,7— 1)+ peso(w,v).

D @0
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Resolucao do Primeiro Problema (2)

Comprimento dos caminhos mais curtos de o para v que tém, no
maximo, 7 arcos (para i > 0): L(v,1)
e Sei=0ev=o0, L(v,i)=0;
e Sei=0ev#*o0, L(v,i)=-o0,
e Seq1>1,
— OU 0 caminho tem, no maximo, — 1 arcos e 0 seu comprimento
é L(v,71—1);
— Oou 0 caminho tem, no maximo, ¢ arcos, o ultimo arco é (w,v),

para algum (w,v) € A, e 0 seu compr. € L(w,7— 1)+ peso(w,v).

Portanto:

L(v,7) = min (E(v,z' — 1), {w|(2?,iB€A} ( L(w,7—1) 4+ peso(w,v) )) :
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Programacao Dinamica de £ (i = 0)

e 1=0 e v=o0
Lloiy=] T i=0ewv#Eo
min | L(v,2— 1), min L(w,7—1 eso(w, > 1
| <(M ) (D 4y ( £0wsi = 1)+ peso(w U))>Z
0 1 2 3 4
0 0 pEONY
1 —+oo 1 0 4
2 -4
2 oo 9 5
3 o9 @ 1 3
4 oo
£(0,0) = 0

L£(1,0) = 4o
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Programacao Dinamica de £ (i = 1)

(0 1=0 e v=o0
"~ 0
Lo i) =< —+ o0 ) e vFEo
min | L(v,2— 1), min L(w,7—1 eso(w, > 1
| ( (= 1), min_, (£0wi= 1)+ peso(w U))>Z
0 1 2 3 4
0) O O M
‘ 0
1 o0 7 1 5 ) 4
2 400 oo S 5
3 4oo —+oo @ i -( 3
4 —oo 6

L£(4,1) = min( £(4,0), £(0,0)+ peso(0,4), L£(3,0)+ peso(3,4) )
min( oo, 0+ 6, +o0o + 3 )
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Programacao Dinamica de £ (i = 2)

(0 1=0 e v=o0
"~ 0
Lo i) =< —+ o0 ) e vFEo
min | L(v,2— 1), min L(w,7—1 eso(w, > 1
| <(M ) (g (M8 gy ( £008 = 1) o+ pesoCu U))>Z
0 1 2 3 4
o 0 0 O W\fi
‘ 0
1 400 7 6 1 5 2 4
2 400 40 2 S 5
3 400 —+oo 5 @ 1 -3
4 oo § 6

£(1,2) = min( £(1,1), £(0,1)+ peso(0,1), L£(4,1)+ peso(4,1) )
min( 7, 0+ 7, 6+ 0 )
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Programacao Dinamica de £ (i = 3)

e 1 =0 e v=o0
Llo.i)= —+ o0 1=0 e v+o
min | L(v,2— 1), min L(w,2—1 eso(w, > 1
| ( (08 =10,y iny ( £Cw i = 1) + pesolu U))>Z
0 1 2 3 4
o 0 0 0 0 ﬂ’)\ﬁ
‘ 0
1 o0 7 6 6 1 5 ) 4
2 400 40 2 2 S 5
3 400 400 5 3 @ 1 - 3
4 oo § 6 O

L£(3,3) = min( £(3,2), £(1,2)+ peso(1,3), L£(2,2)+ peso(2,3) )
min( 5, 6 — 2, 241 )
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Programacdo Dinamica de £ (i = 4)

(0 1=0 e v=o0
Llo.i)= —+ o0 1=0 e v+o
min | L(v,2— 1), min L(w,7—1 eso(w, > 1
\ <(M ) (8 ( £Cwi = 1) + pesoluw U))>Z
0 1 2 3 4
o 0 0 0 00O W\fi
v 0
1 400 7 6 6 6 L) 2 W4
2 400 400 2 2 2 o 53
3 400 400 5 3 3 @ ; {3
4 400 6 6 6 6

L£(3,4) = min( £(3,3), £(1,3)+ peso(1,3), L(2,3)+ peso(2,3) )
min( 3, 6 — 2, 241 )
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Programacao Dindmica de £ (versao 1)

Pair<L[][], Node[]> £-DP1( Digraph<L> graph, Node origin ) {
L[][] length = new L[ graph.numNodes() ][ graph.numNodes() ];

Node[] via = new Node[ graph.numNodes() |;

for every Node v in graph.nodes()
length[v][0] = 4oc;
length[origin][0] = O;
via[origin] = origin;
for (inti=1; i< graph.numNodes(); i++ )

complLengthsl(graph, length, via, i);

return new PairClass<>(length, via);

}
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void compLengthsl( Digraph<L> graph, L[][] len, Node][] via, int col ) {
for every Node node in graph.nodes() {
len[node][col] = len[node][col —1];
for every Edge<L> e in graph.inlncidentEdges(node) {
Node tail = e.firstNode();
if (len[tail][col—1] < 4+ ) {
L newlLen = len[tail][col — 1] 4+ e.label();
If ( newlLen < len[node][col] ) {
len[node][col] = newlLen;

via[node] = tail;

} node

} tail head
}
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Alteracao a Implementacao de L

Em cada grande passo (cada execucao de complengths),
em vez de se percorrerem todos 0s arcos do grafo por grupos,
onde cada grupo tem o mesmo Vvértice destino,

percorrem-se todos os arcos do grafo por uma ordem qualquer.

No fim de cada grande passo, o conteudo da matriz

nao depende da ordem pela qual os arcos sao percorridos.
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Programacao Dindmica de £ (versao 2)

Pair<L[][], Node[]> £-DP2( Digraph<L> graph, Node origin ) {
L[][] length = new L[ graph.numNodes() ][ graph.numNodes() ];

Node[] via = new Node[ graph.numNodes() |;

for every Node v in graph.nodes()
length[v][0] = 4oc;
length[origin][0] = O;
via[origin] = origin;
for (inti=1; i< graph.numNodes(); i++ )

complLengths2(graph, length, via, i);

return new PairClass<>(length, via);

}
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void compLengths2( Digraph<L> graph, L[][] len, Node][] via, int col ) {
for every Node node in graph.nodes()
len[node][col] = len[node][col —1];
for every Edge<L> e in graph.edges() {
Node tail = e.firstNode();
Node head = e.secondNode();
iIf (len[tail][col—1] < 400 ) {
L newlLen = len[tail][col — 1] 4+ e.label();
iIf ( newlLen < len[head][col] ) {
len[head][col] = newlLen;

via[head] = tail;

} tail head
}
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Algoritmo de Bellman-Ford [1958,1962]

Em cada grande passo (cada execucao de complengths),

percorrem-se todos os arcos do grafo por uma ordem qualquer.

Em vez de se guardarem os valores da funcao L
numa matriz de |V| x |V|
(vértices por numero maximo de arcos do caminho + 1),

utiliza-se um vetor de |V| posicdes (vértices).

No fim de cada grande passo, o conteudo do vetor

depende da ordem pela qual 0s arcos sao percorridos.
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Simulacao dos Dois Algoritmos — Matriz

Matriz (5 x 5)

0 1 2 3 4
o O 0 O O O
1 400 7 6 6 6
2 40 40 2 2 2
3 +0 40 5 3 3
4 H4oco0 6 6 6 O

Margarida Mamede, DI — FCT NOVA

Ordem Usada

(0,1) (2,3)
(0,4) (3,4)
(1,2) (4,1)
i (1,3) (4,2)

12 Iteracao dos Arcos (Coluna 1)

SRS
N A WWN N

~RERrRRRERERE R

Mmin( 400,04+ 7)
min(4+oco, 0+ 6)
min(4+oco, 400 )
min( +oco, 400 )
min( +oco, 400 )
min( 4+oo, 400 )
min(4+oco, 400 )
min( +oo, +oo )
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Simulacao dos Dois Algoritmos — Vetor
7/@\6 Ordem Usada
- 0 (0,1) (2,3)

2 -4 (0,4) (3,4)
2 53 (1,2) (4,1)
1 3 b (1,3 (4,2)

a ~
Vetor (compr. 5) 19 Iteracao dos Arcos

Vil] = min(4cc, 04+7 ) = 7

0 123 4 V4] = min(+oo, 046 ) = 6

o 0 0 0 0 O V2] = min(4+c, 74+9) = 16
1 400 6 6 6 6 V[3] = min(+c0, 7—-2) = 5
2 400 2 2 2 2 V3 = min( 5 ,16—|—1) = b5
3 400 5 3 3 3 V;4;:min(6,5—|—3)=6
V[1] = min( 7 ,64+0) = 6

4 Foo 6 6 6 6 V2] = min(16 , 6—-4 ) = 2
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Simulacao dos Dois Algoritmos

7/@\6 Ordem Usada
. 0 (0,1) (2,3)

91 2 -4 43 (0,4) (3,4)

(1,2) (4,1)

@ 1 é I (1,3) (4,2)

Matriz (5 x 5) Vetor (compr. 5)

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
0 0 0 O 0 O 0 0 O 0 O 0]
1 4o 4 6 6 6 1 400 6 6 6 §)
2 400 4+ 2 2 2 2 400 2 2 2 2
3 400 4+ 5 3 3 3 400 5 3 3 3
4 oo §) © 6 6 4 400 6 6 6 §)
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Simulacao com Ciclos de Peso Negativo
7/@\6 Ordem Usada
‘ 0 (0,1) (2,3)
" (0,3) (3,1)
_3 é Y (112)

Matriz (4 x 4) Vetor (compr. 4)

0 1 2 3 4 5 O 1 2 3 4 5
o 0 O 0 O O 0 o O O 0O 0O o0 o0
1 40 4 6 6 6 5 1 400 6 5 4 3 2
2 40 4+ 4 3 3 3 2 4+ 4 3 2 1 O
3 00 6 6 6 5 5 3 40 6 5 4 3 2
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Caminhos Mais Curtos (1)
(Single-source Shortest Paths)

Pair<L[], Node[]> bellmanFord( Digraph<L> graph, Node origin )
throws NegativeWeightCycleException {

L[] length = new L[ graph.numNodes() |;

Node[] via = new Node[ graph.numNodes() |;

for every Node v in graph.nodes()
length[v] = +o0;
length[origin] = O;

via[origin] = origin;
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Caminhos Mais Curtos (2)

boolean changes = false;

for (inti=1; i< graph.numNodes(); i++ ) {
changes = updatelLengths(graph, length, via);
if ( 'changes )

break;

// Negative-weight cycles detection.
iIf ( changes && updatelLengths(graph, length, via) )
throw new NegativeWeightCycleException();

return new PairClass<>(length, via);

}
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boolean updateLengths( Digraph<L> graph, L[] len, Node][] via ) {
boolean changes = false;
for every Edge<L> e in graph.edges() {
Node tail = e.firstNode();
Node head = e.secondNode();
iIf (len[tail] < +o00 ) {
L newlLen = len[tail] 4+ e.label();
If ( newLen < len[head] ) {
len[head] = newlLen;
via[head] = tail;
changes = true;

} tail head
return changes;

}
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Complexidade Espacial de bellmanFord

Caminhos Mais Curtos
num grafo orientado e pesado

sem ciclos de peso negativo acessiveis da origem
ou

Detecao de Ciclos de Peso Negativo Acessiveis da Origem

num grafo orientado e pesado

Vetor length o(|V])
Vetor via o(|V])
TOTAL Sl
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Complexidade Temporal de bellmanFord

Grafo em matriz de adjacéncias

Criacao de length e via ©(1)
Inicializacdo de length o(|V])
< |V| execuces de updatelLengths o(|V]3)

e cada execucdo: O(|V]?)

TOTAL O(|V|3)
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Complexidade Temporal de bellmanFord

Grafo em vetor de listas de incidéncias
(antecessores ou sucessores)

Criacao de length e via ©(1)
Inicializacdo de length o(|V])
< |V| execucdes de updatelLengths O(IV|? 4+ |V| x |A|)

e cada execucao: O(|V]|+ |A])

TOTAL O(|V|? + |V x |A])
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Complexidade Temporal de bellmanFord

Grafo em vetor ou lista de arcos (e \VD

Criacao de length e via ©(1)
Inicializacdo de length o(|V])
< |V| execucdes de updateLengths O(|V] x |A|)

e cada execucdo: ©(|A])

TOTAL O(|V| x |A])
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