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1. [3 valores| Suponha que se executa o algoritmo de Kruskal com o grafo esquematizado
na figura e que a classe da partigdo de vértices (a classe da varidvel nodesPartition)
implementa reuniao por nivel e representante com compressao do caminho.

Assuma que a primeira extremidade de um arco é sempre o vértice menor e que, quando o
nivel das arvores ¢ igual, o primeiro representante é a raiz da nova arvore. Por exemplo, se o
primeiro arco a ser analisado for (0,4), a primeira extremidade é 0 e a segunda extremidade
é 4. Como as duas arvores tém nivel 1, union(0,4) cria uma arvore cuja raiz é 0.

Indique o estado da partigao (o contetido do vetor nodesPartition.partition) imediata-
mente apés o método union ter sido executado pela quarta vez, pela sexta vez e pela sétima
vez.

Apébs a 4? reuniao:

Apébs a 6® reuniao:

Apébs a 7® reuniao:

0 1 2 3 4 5 6 7

2. [6 valores] Considere a seguinte fungao recursiva, f(n), onde n é um inteiro nao negativo.

1, se n = 0;
fn) = Ti;)(f(i)xf(n—z’—l)), sen > 1.

Apresente um algoritmo iterativo, desenhado segundo a técnica da programacao dinamica e
implementado em Java, que recebe um nimero inteiro positivo, k, e calcula o valor de f(k).
Estude (justificando) as complexidades temporal e espacial do seu algoritmo.



3. MIKA é uma paciéncia jogada com n varetas vermelhas e pretas. Cada vareta é mono-
cromatica (é toda vermelha ou é toda preta) e tem um ntimero gravado (entre 0 e n — 1)
que indica o seu valor. Nao ha duas varetas com o mesmo valor.

Antes de se comecar a jogar, colocam-se as varetas todas na vertical sobre uma mesa,
segurando-as com uma mao, que se abre para que as varetas caiam livremente. Em cada
jogada, o jogador tenta retirar uma vareta vermelha da mesa sem tocar nas outras varetas.
Se tocar noutra vareta, o jogo termina. O jogo também termina quando se retira uma vareta
preta (por engano) ou quando ja ndo houver varetas vermelhas na mesa. A pontua¢do obtida
é a soma dos valores das varetas vermelhas retiradas com sucesso (sem ter sido tocada outra
vareta para além da que se estava a retirar).

A configuracao inicial das varetas pode ser representada por um grafo orientado e uma
coloragao das varetas. Cada vértice representa uma vareta e o seu identificador (um inteiro
entre 0 e |V| — 1) corresponde ao valor da vareta. A existéncia de um arco do vértice v para
o vértice w indica que a vareta com valor v deve ser retirada antes de se retirar a vareta
com valor w (porque é impossivel retirar w com v na mesa sem lhe tocar). A coloragao das
varetas diz quais sao as varetas vermelhas e quais sao as pretas. Dada uma configuracao
inicial, pretende-se obter uma sequéncia étima de jogadas, ou seja, uma sequéncia de varetas
vermelhas que, se forem retiradas com sucesso por essa ordem, permitem obter a maior
pontuagao possivel.

Para exemplificar, considere a configuracao inicial esquematizada na figura, onde os circulos
duplos representam varetas pretas. Qualquer uma das seguintes sequéncias é uma sequéncia
6tima de jogadas (que permitem obter 16 pontos):

10 1 5, 110 5 e 15 10

(a) [5 valores] Apresente uma fungdo (em pseudo-cédigo) que recebe:

e um grafo orientado, G = (V, A), com a informagao sobre o nimero de varetas, os
seus valores e as suas dependéncias, e

e uma lista de vértices, L, com as varetas vermelhas (sem repeti¢oes). Pode assumir
que hé sempre, pelo menos, uma vareta de cada cor (ou seja, 1 < |L| < [V]).
(No exemplo, L teria os nimeros 0, 1,2, 4,5, 7,9 e 10, por uma ordem qualquer.)

A funcao retorna uma qualquer sequéncia 6tima de jogadas, implementada em lista de
vértices.

(b) [1 valor] Que estruturas de dados usaria para implementar o grafo? Nao escreva cédigo,
mas pode ilustrar a sua resposta com o grafo do exemplo.

(c) [1 valor] Estude (justificando) a complexidade temporal do seu algoritmo, no pior caso,
assumindo que o grafo estd implementado como indicou na alinea anterior.



4. [4 valores] A Maria recebeu um ramo com 10 rosas e decidiu distribui-las por trés jarras,
para colocar uma jarra na sala, outra no quarto e a outra no escritério. Mas a distribuigao
tem restricoes:

e Na sala, que é a divisao maior, quer que haja muitas rosas: entre 4 e 7 rosas.
e No quarto, quer apenas 1 ou 2 rosas, para nao ter de as retirar a noite.

e No escritorio quer ter entre 1 e 3 rosas.

De quantas maneiras pode a Maria distribuir as rosas, satisfazendo todas estas restrigoes?

E facil verificar que s6 ha 5 distribuicoes das 10 rosas que satisfazem todas as restrigoes.
Cada uma dessas distribuicoes corresponde a uma linha da tabela.

Sala Quarto | Escritorio
4...7 1...2 1...3
5 2 3
6 1 3
6 2 2
7 1 2
7 2 1

Apresente uma funcao matematica recursiva que, com base:

e 1o numero (inteiro positivo) R de rosas,
e 10 nimero (inteiro positivo) D de divisoes da casa,

e em duas sequéncias de D nuimeros inteiros positivos,
M=(mimg---mp) e N=(nny- - np),

que indicam que a divisdo k da casa tem de ter entre my e ng rosas (onde my < ng,
para k=1,...,D),

calcula o nimero de distribuicoes das R rosas que satisfazem todas as restrigoes. Indique
claramente o que representa cada uma das variaveis que utilizar e explicite a chamada inicial
(a chamada que resolve o problema).



