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Palavra ou traco

Alfabeto

Um conjunto finito de simbolos diz-se um alfabeto. Exemplos:
» Y Arie = {open, read,write, close}
> DIGITS = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

Palavra

» Uma sequéncia finita (eventualmente vazia) de simbolos de
um alfabeto diz-se uma palavra (sobre esse alfabeto).

» = é uma palavra sobre qualquer alfabeto;
» close close write write & uma palavra sobre ¥ oriE;
» 1111 éuma palavra sobre DIGITS;

» open 1 2 close ndo é uma palavra, nem sobre ¥ prj g nem
sobre DIGITS.
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Conjunto de palavras

Extensdo de uma palavra com um simbolo

Dada uma palavra w sobre ~ e um simbolo a € X, a sequéncia aw
é a palavra sobre X obtida colocando a a frente do primeiro
simbolo de w.

Exemplos:

> Sew=cea=1entio aw = 1;
» Sew=23ea=1entdoaw =123.

Words(X)

O conjunto Words(X) de todas as palavras sobre um alfabeto ¥
define-se indutivamente como se segue:

e € Words(X)
w € Words(X) A a € X = aw € Words(X)
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Linguagem

Propriedades

» Se ¥ é ndo vazio, Words(X) é infinitamente contavel.
» Note-se que Words(¥X) = L*.
Lang(X)

» Uma linguagem sobre ¥ é um conjunto Ly C Words(X).

» Denote-se por Lang(X) = p(Words(X)) o conjunto de todas
as linguagens sobre X.
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Exemplos de linguagens

Nem todas as palavras pertencem a uma linguagem.
Seja PRIMES C Words(DIGITS) o conjunto das palavras
sobre DIGITS que representam nimeros primos

» 11 € PRIMES mas 22 ¢ PRIMES,

» apesar de 11 € Words(DIGITS) e 22 € Words(DIGITS).

Considere-se L(AFILE), a linguagem das palavras aceites pelo
AFD AFILE

» open read close € L(AFILE) mas open open & L(AFILE),

» apesar de open read close € Words(Xapig) e
open open € Words(X ariLg).
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Linguagem dos AFDs

» Vimos varios exemplos de linguagens
(PRIMES, Words(DIGITS), L(AFILE), Words(XapiLE))-

» Nem todas s3o linguagens aceites por algum AFD
(PRIMES n3o é).

» Como um AFD s6 tem um namero finito de estados, n3o
consegue aceitar todas as palavras de uma linguagem que
precise de “memoria” para saber o que ja tratou, dada uma
palavra arbitraria.

» Exemplos de linguagens que ultrapassam o poder expressivo
dos AFDs:

- PRIMES
- CAPICUAS (palavras que lidas da esquerda para a direita ou
vice-versa denotam o mesmo natural).
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Como caracterizar a linguagem dos AFDs?

Sera possivel definir precisamente que tipo de linguagens podem ser
aceites por algum AFD?

Teorema de Kleene
Linguagens Regulares = Linguagens reconhecidas por AFDs

» Mas o que sdo “Linguagens Regulares'?

» S3o as denotadas por “Expressdes Regulares”.

» Uma expressio regular € uma forma concisa de identificar uma
linguagem (regular).
Define-se por inducdo o conjunto das expressdes regulares
(sobre dado alfabeto) e a linguagem denotada por dada
expressao.
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Expressdes regulares

Definicdo
Dado um alfabeto ¥, o conjunto RegExp(X) é definido
indutivamente:

) € RegExp(X)

€ € RegExp(X)

a€ X = ac RegExp(X)

E € RegExp(X) A F € RegExp(X) = (EF) € RegExp(X)

E € RegExp(X) A F € RegExp(X) = (E + F) € RegExp(X)
E € RegExp(X) = (E*) € RegExp(X)

» Os trés primeiros casos sdo a base: o vazio, a palavra vazia e
qualquer simbolo do alfabeto (palavras de tamanho 1).

» Os “passos’ sdo as opera¢des concatenacdo, soma (ou escolha)
e a estrela (fecho de Kleene).
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Expressdes regulares

Exemplos
S30 expressdes regulares:
> (a(b+¢))
> ((a")b)
> ((ab)((b+c)"))
Para simplificar, omitem-se os parénteses exteriores, considera-se o

operador estrela mais forte que a concatenac3o, e esta que a soma.
As expressdes acima escrevem-se:

» a(b+ c)
> a*b
» ab(b+ c)*
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Linguagem denotada por uma expressdo regular

Uma express3o regular identifica (univocamente) uma linguagem.
A partir de um AFD n3o é t3o claro ver a linguagem...

Considere o alfabeto {a, b}

» O conjunto das palavras s6 com um b é denotado por a*ba*

» O conjunto das palavras comecadas por a é denotado por
a(a+ b)*

» O conjunto das palavras com pelo menos dois bs é denotado
por a*ba*b(a + b)*

» O conjunto das palavras com s6 dois bs e ndo consecutivos é
denotado por a*ba*aba*

» O conjunto das palavras com um nimero impar de bs é
denotado por a*ba*(ba*ba*)*
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Linguagem denotada por uma expressdo regular

Relembre as opera¢des de concatenagdo de conjuntos (A - B) e
fecho de Kleene de um conjunto (A*), da ATO.

Definicdo
Dada uma expressdo regular E € RegExp(X), o conjunto L(E) é
definido indutivamente:

LWO)=10

L(e) = {e}

aceX = L(a)={a}
LEY=LENL(F)=Lr= L(EF)=Lg - LF
E(E):LE/\ﬁ(F):Lpéﬁ(E—‘rF):LEULF
L(E) = Le = L(E") = (Le)’

Para qualquer conjunto A considera-se A" & A \ {e}
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Propriedades

Seja L uma linguagem
(conjunto eventualmente vazio de palavras sobre um alfabeto).
» Como ¢ é o elemento neutro da concatenacio de palavras,
{e}* ={e}
» O vazio é o elemento absorvente da concatenacio:
0-L=0=1L-0
» O fecho de Kleene do vazio & a linguagem ¢
0~ = {e}
» O fecho de Kleene é idempotente:
» Dados dois simbolos distintos a e b, tem-se
{a, b}" = {a}*({b}{a}")"
Naturalmente, sendo as linguagens conjuntos, as propriedades
usuais verificam-se (e.g. a unido é comutativa e associativa, tem o
vazio como elemento neutro, etc.).
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Obtencido da linguagem denotada por uma expressdo

Uma express3o regular define univocamente uma linguagem.

O contréario n3o é verdade: dada linguagem tem um namero infinito
contavel de expressdes que a define (por causa das equivaléncias:
a=ac, 0 =0a a+b=>b+a, etc.).

Exemplo: linguagem de (a + b)*a

L((a+ b)*a) =

(ou de (b+ a)*a)
L((a+ b)*)- L(a)
L((a+ b)) -{a}
L(a+ b)*-{a}
(L£(a) U L(b))" - {a}
({a} u{b})"-{a}
{a,b}" - {a}
{wa|w € {a,b}"}

E o conjunto das palavras sobre {a, b} que terminam em a
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Linguagens regulares versus AFDs

Concisdo
Uma express3o regular identifica univoca e concisamente uma
linguagem.

Considere o alfabeto X aq £

» A linguagem aceite pelo AFD AFILE é denotada pela
expressdo regular (open(read + write)*close)*

» Mas como verificar se uma palavra pertence ao conjunto
denotado pela expressio?

» O AFD, como modelo operacional, permite fazer isso
facilmente: executa-se a func3o de transicio estendidal
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Como verificar se dada palavra pertence a uma linguagem?

Analise de sub-palavras

w € L(E) com E € RegExp(X), se:
> E=EE, w=wiw ew; € L(E1) e wa € L(E)
> E=FE +E), we L(E1) ouw € L(E)
» E=F* we L,(F), para algum n.

Exemplos
> c e L(a" + b*), pois € € L(a*) porque € € Lo(a)
> ¢ € L(a"b*), pois e =¢e¢, € € L(a*) e e € L(b*)
> ac L(a*), pois a € L1(a)
» bb e L(a") - L(b"), pois bb =ebb, € € L(a*) e bb € L(b*)
porque bb € L(b)
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Um exemplo mais elaborado

Note-se que E* = e+ ET e ET = EE* = E*E
abc € L((a+ b)*(c +d))?
» abc € L((a+ b)*(c + d)) porque ab € L((a+ b)*) e

ceL(c+d)

» ce L(c+d) porque L(c+d) = L(c)UL(d) e
ce€lL(c)={c}

» abe L((a+ b)*) porque ab € L(e + (a+ b)*) uma vez que
abe L((a+ b))

> abe L((a+ b)") porque a € L((a+ b)) e b e L((a+ b)*)

» be L((a+ b)*) porque b € L(c+ (a+ b)") uma vez que
be L((a+b)")

» be L((a+ b)(a+ b)*) porque b= be, be L(a+ b) e
e € L((a+ b)*)
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Como verificar que dada palavra n3o pertence a uma
linguagem?

» Tem que se mostrar que n3o ha nenhuma decomposicdo que
permita provar que pertence...

» Note-se que, para um alfabeto ¥, se dado simbolo a ¢ ¥,
entdo wiawy ¢ X, para {wy, wa} C T*.

Exemplos
> = ¢ L(at) pois L(at) = L(a) - L(a*), e = ee, mas € ¢ L(a)
» abc ¢ L((a+ b)), pois considerando:
-(a+ b)" =(a+ b)*(a+ b) e apesar de ab € L((a+ b)*),
tem-se que ¢ ¢ L(a+ b) = {a, b}
-(a+b)T = (a+ b)(a+ b)* e apesar de a € L(a+ b), tem-se
que bc ¢ L((a+ b)*) = {a, b}*
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