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Introdugéo

Sintaxe

Representagdo da linguagem natural
Introdugio

Sintaxe da Légica de Primeira Ordem
Representagdo da linguagem natural

Descrigdo informal

Logica proposicional
Um sistema formal de raciocinio, constituido por:
» Um alfabeto (conjunto de simbolos).
» Uma linguagem (conjunto de férmulas).
» Uma seméntica (para valoragdo de simbolos e férmulas).
» Um célculo (sistema sintatico de prova, para raciocinar).
Objecto
» Estudo do comportamento dos conectivos légicos
negagdo, disjungdo, conjungdo, implicagdo e equivaléncia)
» Linguagem das asserces ou proposicées: afirmacdes que sio
ou verdadeiras ou falsas.

» Linguagem construida a partir de simbolos proposicionais
(assercdes basicas) e conectivos légicos (ligam assercdes).
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Descrigdo informal

Assercdes

Exemplos

» Basicas:
» hoje chove;
» todo o natural par maior que 2 é a soma de dois primos.
» Compostas:
» estudo hoje ou amanha;
» jogo hoje e amanha;
> se tenho aulas ent3o vou a Faculdade;
» n é par se e s6 se mod(n,2) = 0.
» N3o sdo assercdes:
» passe-me o sal, se faz favor,
» quanto mais depressa, mais devagar.
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Introdugio

Sintaxe
Representagdo da linguagem natural Alfabeto e linguagem
Introdugio Exemplos

Sintaxe da Légica de Primeira Ordem
Representagdo da linguagem natural

Definicdo da sintaxe da légica proposicional
Objectivo

» Obter a linguagem formal das férmulas proposicionais.

» A partir de um alfabeto (conjunto de simbolos, representando
assercdes) define-se como construir palavras (sequéncias finitas
de simbolos, ditas férmulas).

Seja P um conjunto numeravel (de simbolos proposicionais). O
alfabeto proposicional sobre P, denotado Alf p, € o conjunto
constituido:

» por cada um dos elementos de P (as assercdes basicas);

» pelo simbolo L (chamado falso, ou absurdo);

» pelos conectivos disjuncdo, \V, conjuncdo, A e implicacdo, —;
» pelos parénteses esquerdo e direito, ( e ).

Anténio Ravara Teoria da Computagio



Introdugio

Sintaxe
Representagdo da linguagem natural Alfabeto e linguagem
Introdugio Exemplos

Sintaxe da Légica de Primeira Ordem
Representagdo da linguagem natural

Definicdo da sintaxe da légica proposicional
Nem toda a sequéncia de simbolos do alfabeto &€ uma palavra da
linguagem.
A linguagem proposicional induzida por Alf p, denotada Fp, é o
conjunto definido indutivamente pelas seguintes regras:

» BOT: L €Fp

» PROP:sepec Pentiope Fp

» DIS: se ¢, € Fp entdo (p V) € Fp
» CON: se v, € Fp entdo (p A1) € Fp
» IMP: se v, € Fp entdo (¢ — ¢) € Fp

Terminologia

» Os elementos de Fp dizem-se férmulas.

» Os elementos de P e o simbolo L dizem-se férmulas atémicas.
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Que sequéncias s3o férmulas?

N3o s3o necessariamente férmulas todas as sequéncias de simbolos
do alfabeto.

As sequéncias seguintes n3o sio férmulas

» pqg & Fp, porque nio se podem fazer sequéncias de simbolos
proposicionais;

» (pV) & Fp, porque a disjungdo é um operador binario e a
expressdo s6 tem um operando;

» (p— (Vq)) & Fp, porque a implicagdo é um operador binario
que deve ter como argumentos/operandos duas férmulas; no
entanto, apesar de p ser uma férmula, (Vg) ndo o é.

Facilmente se v& que n3o foram seguidas as regras para definir
férmulas.
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Que sequéncias s3o férmulas?

Como mostrar que (p A ((pV q) = r)) € Fp

Prova de férmulas
Sejam p,q,r € P.

1.

ook W

Por PROP, tem-se que p € Fp.

Por PROP, tem-se que g € Fp.

Por PROP, tem-se que r € Fp.

Por DIS, com 1 e 2, tem-se que (pV q) € Fp.

Por IMP, com 4 e 3, tem-se que ((pV q) — r) € Fp.

Por CON, com 1 e 5, tem-se que (p A ((pV q) — r)) € Fp.
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Exemplos de férmulas da légica proposicional

Assercdes basicas e compostas
Considere as seguintes assercdes basicas.
» p: 'estudo hoje’
» g: 'estudo amanh3’
» r: 'tenho exame amanh3’.
Constroiem-se as seguintes asser¢des compostas:
» estudo hoje ou estudo amanh3: pV g
» estudo hoje e estudo amanhi: p A g
» se tenho exame amanh3i entjo estudo hoje e estudo amanha:
r—(pAaq)
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Abreviaturas
S30 (teis novos conectivos para abreviar alguns tipos de férmulas.

» Negacdo: —p by e — 1

abv

» Verdade: T = —1;
abv

» Equivaléncia: ¢ <+ ¢ =
Convencdes

(e = )N (Y — ¢).

» Para simplificar a notacdo omitem-se por vezes os parénteses
mais exteriores das férmulas.

» Consideramos que o conectivo — tem precedéncia.

Exemplos

> —(cp AY) (o= L) AY) = L
abv

> oo o (PV) = ((p = L) = (DVO)A((Y V) = (v = 1))
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Traducdo da linguagem natural para légica proposicional

» Os simbolos proposicionais representam assercdes basicas
(afirmagdes verdadeiras ou falsas): 'estudo hoje’.

» O conectivo disjungio representa alternativa. Uma frase que
comece por “ou” e tenha um namero par de ocorréncias dessa
palavra procura n3o ser ambigua: 'ou estudo hoje ou amanha.

» O conectivo conjun¢ido indica que a frase s6 é verdade se cada
uma das partes o for.

A férmula p A g traduz as frases “p e ¢, “tanto p como q", “p
tal como ¢, etc,. ..

» O conectivo implicacido captura consequéncia. a esquerda esta
o antecedente (hipétese) e a direita o consequente (tese).

A férmula p — g traduz as frases "se p entdo g, “se p, 4", "q
se p’, "p s6 se g, “caso p entdo ¢, “caso p, g, “como p, ¢,
etc,. ..
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Traducdo da linguagem natural para légica proposicional

> “gosto de l6gica” escreve-se p;
“gosto de algebra” escreve-se q;
“gosto de analise” escreve-se r;

v

“gosto de ldgica e de algebra” escreve-se p A g;

» “gosto de l6gica ou de algebra” escreve-se p V g;

» “gosto de légica ou de algebra e de anéalise” € ambigua, mas
“ou gosto de légica ou de algebra e de analise” ja nio;
nas férmulas, os parénteses desambiguam: pV gA r é
ambigua, mas p V (g A r) ja n3o.

» Ha ambiguidades dificeis de resolver: “o Pedro foi ao médico e
ficou doente” tanto pode querer dizer m A d como m — d.

» Comutatitividade? “o Pedro ficou doente e foi ao médico "

deve querer dizer d — m, ndo d A m.
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Necessidade de uma linguagem mais rica

» Apenas compde assercdes com os operadores de negacio,
disjun¢do, conjun¢do e implicag3o.

» Trata declaracdes que ndo envolvam estes operadores como
atémicas, por muito elaboradas que sejam.

» N3o permite expressar constantes, propriedades, funcdes.
» Quer-se raciocinar sobre factos como:
> 3<90u3?=9
> VneNgn>0ouVx,y e NIze N (x* + y2 = 2?)
» Todo o homem é mortal ou Nenhum homem é mortal ou
Algum homem é mortal ou Algum homem ndo é mortal
» Qualquer estudante é mais novo que algum professor
> A Légica Proposicional representa estas assercdes como
basicas (um simbolo proposicional, p).
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Légica de Primeira Ordem

Ingredientes: os da Légica Proposicional, mais

Termos

» Constantes: representam elementos concretos de conjuntos
(ou universos).
Exemplos: 3 (um natural), 1.5 (um racional), Sécrates (um
homem)

> Variaveis: representam elementos arbitrarios de conjuntos.
Exemplos: n,m,x,y, x

» FungBes: compdem constantes e variaveis com operadores

para fazer determinado calculo.
Exemplos: Suc(n)=n+1, Quad(x)=x>
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Ingredientes: os da Légica Proposicional, mais termos mais

Novas férmulas

» Predicados: expressam propriedades (como relagées).
Exemplos: 2 =1+ 1, 2 > 3, Mortal(Sécrates),
Estudante(Pedro), Professor(Anténio), Mais_novo(x,y)

» Formulas com quantificadores (universal e existencial):
identificam todos ou alguns elementos de um conjunto com
dada propriedade.

» VYm Mortal(m) ou Im—Mortal(m)
> Vx(Estudante(x) — (3y(Professor(y) A Mais _novo(x,y))))
> Ve>030>0Vx (]x—al<d —|f(x)—b| <e)
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Que simbolos usar?

Defini¢do 15.1: Assinatura
Uma assinatura de primeira ordem é um par de conjuntos
Y = (SF, SP) sendo:

» SF = {SFi}ien,, onde cada SF; é um conjunto de simbolos de
funcdo de aridade i e em SF os conjuntos sdo disjuntos dois a
dois.

» SP = {SP;i}ien,, onde cada SP; é um conjunto de simbolos de
predicado de aridade i e em SP os conjuntos sdo disjuntos dois
a dois.

Os simbolos em SFg chamam-se constantes;
Os simbolos em SPy chamam-se simbolos proposicionais.
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Assinatura, alfabeto e termos
Linguagem de primeira ordem

Uma assinatura

Exemplo

» SF = {SFi}ien,, com
» SFy = {Zero}
> SF = {Suc}
» SFy, = {Plus}
» SF; =, paratodooi>3
> SP = {SP,'},'GNO, com
> SP; =10
> SP,={=,><}
» SP: =), paratodooi=0oui>3

Predicados s3o relacdes, mas podem ser vistos como funcdes para
{0,1}.
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Alfabeto de primeira ordem sobre ¥ e X

Dada uma assinatura de primeira ordem ¥ = (SF, SP) e um
conjunto numeravel X de varidveis, o alfabeto de primeira ordem
sobre ¥ e X, denotado por Alfg, & constituido por:

» cada um dos elementos de SF;, para cada i € Np;
cada um dos elementos de SP;, para cada i € Ny;
cada um dos elementos de X;

o simbolo L (falso, contradi¢do ou absurdo);

os conectivos disjuncdo, V, conjuncdo, A e implicacdo, —;

vVvYyyvy

os quantificadores universal, V, e existencial, 3;
» o simbolo , e os parénteses esquerdo e direito, (e ).
Assume-se que X N1 SF; =0 e X N SP; = (), para cada i € Ny
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Conjunto de termos induzidos por uma assinatura

O conjunto de termos induzidos por Alfy, denotado por TX, &
definido indutivamente pelas seguintes regras.

» CONST: ce Tg, para cada ¢ € SFy;

» VAR: x € Tg, para cada x € X,

> FUN:sety,...,t, € Tg entdo f(ty,...,t,) € Tg para cada
f € SF,, com n > 0.

Exemplos
Considere-se a assinatura do exemplo anterior e assuma-se x € X.

» Por CONST, tem-se que Zero € T{, pois, Zero € SFy.
» Como x € T (por VAR), entdo Suc(x) € TE por FUN, pois
Suc € SF;.
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Assinatura, alfabeto e termos
Linguagem de primeira ordem

Suc(Plus(x, Zero)) € T&?

Como mostrar que a frase Suc(Plus(x, Zero)) é um termo?

Constroi-se uma drvore de derivagio.

_xeX (VAR) _Zero € SFo (CONST)
x € T Zero € T§ Plus € SF,
(FUN)

Plus(x, Zero) € T§ Suc € Sk,

Suc(Plus(x, Zero)) € TE
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Conjunto FYX das férmulas de Primeira Ordem

A linguagem das férmulas de primeira ordem induzida por Alf )z(
denotada por FZ, é definida indutivamente pelas seguintes regras.

» PROP: P e Fé, para cada P € SPy;

» BOT: 1 e Fé;

» PRED:sety,...,t, € TE entdo P(t1,...,t,) € F para cada
P ¢ SP,, com n > 0;

DIS: se 1 € FX entdo (¢ V) € FE;

CON: se p,v) € FY entdo (p AY) € FE;

IMP: se ¢, € FX entdio (¢ — ) € F¥;

UNIV: se x € X e p € F§ entdo (Vx ) € FY;

EXIST: se x € X e ¢ € F¥ entdo (Ix¢) € FE.

vVvYyyvyy
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Exemplos de expressées que ndo sdo férmulas de primeira
ordem

Sejam x é uma variavel, f uma funcdo, P e @ predicados e 1) uma
féormula.
» Funcdes n3o sdo férmulas:

Suc(x) e (Suc(Zero) V Suc(Suc(Zero)))

n3o sdo férmulas de primeira ordem.
» Argumentos das func¢des e dos predicados sdo termos:

Q(f(P(x))), P(¥), e P(Q(x))
ndo sdo féormulas de primeira ordem.
» Quantificam-se variaveis, ndo funcdes, predicados ou férmulas:
VxVf.P(f(x)), YXVP.P(Q(x)), e V(¢ V P(x))

PO~ S oY RSN DR JUP N PRy
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Representacdo da linguagem natural

O que representam os termos e férmulas?

Constantes referem entidades concretas.
Variaveis referem entidades arbitrarias.
Funcdes expressam calculo.

Relagdes expressam predicados (propriedades).

vVvYyyvyy

Quantificador universal expressa uma assercdo sobre todas as
entidades (de um conjunto) — conjun¢do generalizada.
Captura ideias como “todo”, “qualquer”, “cada um”, etc.

» Quantificador existencial expressa uma assercdo sobre algumas
entidades (de um conjunto) — disjun¢io generalizada.
Captura ideias como “algum”, “pelo menos um”, “existe um”, ...

Férmulas sdo assercdes sobre as entidades representadas pelos
termos.
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Da linguagem natural para légica de primeira ordem

Exemplos
» “O Jo&o é uma crianga” escreve-se C(Jo&o);

“A Ana é m3e do Jo30" escreve-se M(Ana,Jodo);
“O Jodo é mais novo que a Ana" escreve-se N(Jo&do,Ana);

» “Qualquer crianca é mais nova que a sua mie’ escreve-se
VxVy (C(x) A M(y,x)) = N(x, y)

» “O conjunto tem pelo menos trés elementos diferentes”
escreve-se

Sx 3y 3z ((x = y) A—(x = 2) A=(y = 2))
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Representacdo da linguagem natural

Funcdes ou predicados: uma questdo de escolha

“Os filhos de meu pai sdo meus irm3os’
» “Pai” como predicado.
Dada uma assinatura ¥ = (SF, SP), com

> euESFo
> SPZZ{Falv’D}

obtém-se a formulagdo VxVy((P(x, eu) A F(y,x)) — I(y, eu))

» “Pai” como fun¢io (“Pai de” é uma relagdo univoca).
Dada uma assinatura ¥ = (SF, SP), com

» cuc SFye Pe SF,
> SP, = {I,F}

obtém-se a formulacio

Vx(F(x, P(eu)) — I(x, eu))
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