Capitulo XI

Emparelhamento Maximo
(num grafo nao orientado e bipartido)

Transformacao e Conquista
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Problema

Cada empregado pode executar, no maximo, uma tarefa e cada tarefa
SO pode ser atribuida a um empregado.

Como distribuir as tarefas pelos empregados, maximizando o0 numero
de tarefas atribuidas (i.e., maximizando o numero de empregados com

trabalho)?
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Emparelhamento (Matching)
Seja G = (V, A) um grafo nao orientado. Um emparelhamento E em
G € um subconjunto de arcos de G nao adjacentes entre si. Ou seja,
o FCA e

e para todo o vértice v € V, existe no maximo um arco em E que tem

uma extremidade em w.

Um emparelhamento maximo é um emparelhamento de cardinalidade
maxima.
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Grafo Bipartido (Bipartite Graph)

Um grafo nao orientado G = (V, A) diz-se bipartido se existir uma

particao {X,Y} do conjunto V
(ouseja, X#0, Y#0, XUY=V e XnNnY=0)

tal que todos os arcos de G tém uma extremidade em X e outraem Y.

(1) —5

Q @ X = {1,2,3,4}
(3 —I7) Y = {5,6,7)
(4)
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Problema

Como distribuir as tarefas pelos empregados, maximizando o0 numero
de tarefas atribuidas (i.e., maximizando o numero de empregados com
trabalho)?
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Como obter um emparelhamento maximo num grafo nao orientado e
bipartido?
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Fluxo Maximo num Grafo Orientado e Pesado

Ha uma correspondéncia ‘“perfeita” entre o emparelhamento maximo

E e o fluxo maximo ¢ de f para d:
e O numero de arcos de E é o valor de ¢;

e para todos os arcos da forma (e, t), (e, t) € E < o¢(e,t) = 1.
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Emparelnamento Maximo num Grafo Bipartido

Sejam G = (V,A) um grafo nao orientado e bipartido, e {X,Y} uma

particdo de V. Seja ¢/ = (V/, A") o grafo orientado e pesado tal que:
V=V U{f,d}, onde f e d sdo dois novos vértices (f,d &€ V);
Al={(f,z) |z € X} U{(z,y) | (z;y) € Az e X,y e Y}U{(y,d) |y €Y}
e todos os arcos de A’ tém peso 1.

Proposicao

Ha uma correspondéncia biunivoca entre cada emparelhamento maximo

E em G e cada fluxo maximo ¢ de f para d em G’:
e O numero de arcos de E é o valor de ¢;

e para todos os arcos (z,y) € A, comzxe X eyeY,

(z,y) e £ & o(x,y) = 1.
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Complexidade do Emparelhamento Maximo
com o Algoritmo de Edmonds-Karp
Grafo G = (V, A) em Vetor de Listas de Incidéncias
Cuja particao de vértices {X,Y} verifica
X={0,1,....n—1teY ={n,n+1,...,|V| =1}

construir a rede de fluxos o(V|+|A])
inicializar o fluxo oO(V|+1|A])
k x descobrir um caminho O(k x (JV|+|A]))

Lk x atualizar o fluxo O(k x |V])

TOTAL O(k x (V] 4+ |A]))

Como o numero de iteracdes (k) nao excede ...... ,
a complexidade do algoritmo € .....................
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Cuja particao de vértices {X,Y} verifica
X={0,1,....n—1teY ={n,n+1,...,|V| =1}

construir a rede de fluxos o(V|+|A])
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k x descobrir um caminho O(k x (V]| 4+ |A]))

Lk x atualizar o fluxo O(k x |V])
TOTAL O(k x (JV] +[A]))
4

Como o numero de iteracdes (k) ndao excede —

a complexidade do algoritmo € O(|V| x (|V|+ |A])).
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