Sucessoes em R"

Uma sucessdo em R"™ é uma fungdo

u: N R?

m <= Uy = (ul®,...,u")

Exemplo: up, = (m2 L)

‘'m

Definicao
Diz-se que uma sucessdo (u,,) de pontos em R™ converge para a € R" e

escreve-se lim wu,, = a se:
m—-+00

Ve > 0,3p € NNVm € Nym > p = d(upm,a) < €

Ve>0,Ipe NNVm e Nym > p = ||upy, —al| <€

v
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Sucessoes em R"

Teorema

E condicdo necessaria e suficiente para que a sucessio (u,,) de pontos de
R™ convirja para a € R" que cada uma das suas sucessées coordenadas
convirja para a correspondente coordenada de a.

Exemplo e Demonstracao

Definicao

Seja A CR". SeVm € N, u,, € A, entdo (u,,) diz-se uma sucessdo de
elementos de A.
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Funcdes de Varias Varidveis

f:R*—=R
x=(x1,...,2n) = f(x) = f(z1,...,20)
Dominio (D): maior subconjunto de R™ onde a expressdo f(z1,...,xy,)
tem significado
Cuidados:

@ denominadores nao nulos

@ argumentos de raizes de indice par ndo negativos
@ argumentos de logaritmos positivos
°

argumentos de arcsin e arccos em [—1, 1]
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Funcdes de Varias Varidveis

Contra-dominio (f(D)):
fD)={2€R:z=f(z) Az € D}
Grafico (G):
G={(x1,...,xn,2) ER™ 2= f(ay,... . 20) A (21,...,20) € D}

Exemplos (introdugdo das superficies quadricas)
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Funcdes de Varias Varidveis

Defini¢do (Conjunto de nivel)

Chama-se conjunto de nivel de uma fungdo f : R™ — R ao conjunto C},
solucdo da equacio f(x) = k, onde k é uma constante pertencente ao
contra-dominio de f.

Cr={zeR": f(x)=kANke f(D)}

Nota: Em R? designa-se por curva de nivel e em R? por superficie de nivel.

Exemplos
https://faculty.math.illinois.edu/~nmd/quadrics/hyper2.html
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Funcdes de Varias Varidveis

Defini¢do (Limite segundo Cauchy)

Sejaf:DCR" =R eac D. Dizse que f tende para b quando x tende
para a ou que f tem limite b em a e escreve-se li_r)n f(z) =b se:
xX a

Vo > 0,3e >0,z € DNV(a) = f(x) € Vs(b)

Vo > 0,3 >0,z € DA||lz—al| <e=|f(x) —b] <

Exemplo
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Funcdes de Varias Varidveis

Teorema (Limite segundo Heine)

Sejaf: DCR" - Reac D. Temos lim f(z) = b se e s6 se para
Tr—a

qualquer sucessdo (x,,) de elementos de D a convergir para a, a sucessao
(f(xm)) converge para b.

Exemplo
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Funcdes de Varias Varidveis

Teorema (Propriedades de célculo de limites)
Sejam f,g: D CR™ — R duas fungbes com limites finitos quando x
tende para a € D. Ent3o:

o lim(f +¢)(z) = lim f(x) + lim g(z)
o lim(f — g)(x) = lim f(z) — lim g(z)

r—a

o lim (f.g)(x) = lim f(z) lim g(z)

Tr—a

f i /(@)
@ Se aljl_I)I(llg(w) #+ 0 entdo ;1_1% (E) (x) = W
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Funcdes de Varias Varidveis

Teorema (Teorema das fungBes enquadradas)

Sejam f,g,h: D CR™ — R trés fungbes e a € D. Se f(x) < h(z) < g(z)
numa vizinhanga de a e li_r)n f(z) = ligl g(x) = b entdo 11 h(z) =b.

Definicao
Uma funcdo f : D C R™ — R diz-se limitada se existir L > 0 tal que:

Vz € D, |f(x)| < L.

Coroldrio

Sejam f,g: D C R™ — R duas funcdes e a € D. Se f é limitada numa
vizinhanga de a e li_r>n g(x) = 0 entdo lim(f.g)(x) = 0.
xr a r—a
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Funcdes de Varias Varidveis

Defini¢do (Limites relativos a conjuntos (Cauchy))

Sejaf:DCR*" >R eACD comaéc A. Diz-se que f tem limite b
quando x tende para a segundo A ou que b € o limite de f relativo a A e
escreve-se
lim f(z)=05b
T —a
r€EA

Vo >0,3e >0,z € AN ||z —al <e=|f(x)—b <

v

Nota: Segundo Heine, lim f(x) = b se e s6 se para qualquer sucessdo
T —a

reA
() de elementos de A a convergir para a, a sucessdo (f(zy,)) converge
para b.
Exemplo
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Funcdes de Varias Varidveis

Teorema

Seja f: DCR" =R talque D =Dy UDyU...UD,. SeacDje

lim f(z)=b,Vic {1,2,...,p}
r — a
xEDi

entao
lim f(z)=b.

T—ra
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Funcdes Vectoriais de Vdrias Varidveis

f:R" 5> RP

r=(x1,...,2n) = f(x) = (fi(z1,...,20),..., fp(z1,...,2Z0))

Definicdo (Limite segundo Cauchy)

Seja f:DCR" —»RP ea € D. Dizse que f tende para b quando x
tende para a ou que f tem limite b em a e escreve-se liin f(x) =10 se:
r—a

Vd > 0,3 >0,z € DNV(a) = f(x) € V5(b)

V6>0,3¢ >0,z € DAz —al < €= |f(x)—b|| <6
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Funcdes Vectoriais de Vdrias Varidveis

Teorema

Sejaf:DCR" 5RP eac D. O limite de f quando = tende para a é
b= (b1,...,b,) se e so se:

lim fz(x) =b;,Vi € {1, 500 7p}

r—ra

Exemplo

Teorema (Limite segundo Heine)

Sejaf:DCR* >RP eac D. Temos li_r>nf(x) = b se e sG se para
r—a

qualquer sucessdo (x.,,) de elementos de D a convergir para a, a sucessio

(f(zm)) converge para b.
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Funcdes Vectoriais de Varias Varidveis - Outros limites

Definicao
Seja f: D CR™ — RP e suponhamos que D € tal que faz sentido

considerar ||x|| tdo grande quanto se queira. Diz-se que lim f(z)=1b
llf| =00
se:

V9 > 0,3 >0,z € DA |jz|]| >e=|f(z) =b|| <9

Definicao
Seja f: D CR" = RP ea € D. Diz-se que lim f(z) = oo se:

T—ra

V9 >0,3e >0,z € DAz —al| <e=||f(zx)|| >¢
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Funcdo Continua

Definicao

Sejaf:DCR*"—=RPeac D. Diz-se que f € continua em a se existir

lim f(x).

Tr—a

Notas:
e Como consequéncia lim,_,, f(z) = f(a).

@ Se f ndo é continua em a € D ent3o f diz-se descontinua em a.

Definicao
Seja f: D CR® - RP e AC D. Diz-se que f é continua em A se f é
continua em todos os pontos de A.
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Propriedades das Funcdo Continuas

Teorema

Sejam f,g : R" — RP funcbes continuas em a € D¢ () Dy. Entdo

f+g,f—gefgtambém sio continuas em a e se g(a) # 0 entdo 5
também € continua em a.

Teorema
Sejamg: Dy CR™ = RP e f: Dy CRP — RY continuas em a € Dy e em
g(a) € Dy, respectivamente. Entdo f o g é continua em a.

| A\

Exemplos: ProjeccGes, constantes, polindmios,. ..
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Prolongamento por Continuidade

Definicao

Sejam f, f : R" — RP duas funcdes. Diz-se que f é um prolongamento de
f se:
e D fC D 7

o Vx € Dy, f(x) = f(x)

Teorema

Segjaf:DCR" - RPeacR"\ D. A fungdo f € prolongavel por
continuidade ao ponto a se e so se existir lim,_,, f(z).

Exemplo
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Descontinuidade Removivel

Definicao

Seja f: D C R™ — RP uma fungdo descontinua em a € D. Diz-se que f
tem uma descontinuidade removivel no ponto a se existir uma fun¢ao g,
continua em a, que apenas difere de f em a.
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Teoremas Importantes para Funcdes Continuas

Definicao

Um conjunto A C R" diz-se compacto se for fechado e limitado.

Teorema

A imagem de um conjunto compacto por uma fun¢do continua é um
conjunto compacto.

Teorema (Teorema de Weierstrass)

Toda a fungdo f : D C R™ — R continua num compacto tem um maximo
e um minimo nesse conjunto.
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Teoremas importantes para fungcdes continuas

Teorema (Teorema de Bolzano)

Seja f: D CR™ — R uma fungdo continua e a,b € D. Consideremos k
entre f(a) e f(b). Entdo existe ¢ no segmento que liga a a b tal que

f(e) = k.
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