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1.1 Algumas definicoes e exemplos

@ R - conjunto dos nimeros reais
@ C - conjunto dos nimeros complexos
@ K - conjunto dos escalares

e K=R ou K=C

n,méeN

AAL....om} x{1,....,n} — K
(i,0) — Al.J) = aj



1.1 Algumas definicoes e exemplos

a1 412 - dln

a1 @2 -+ drp
A=

dml dm2 - dmn

ar1- elemento de A situado na linha 2 e na coluna 1
linha i de A= (a,-l, a2, ..., a,-,,)
coluna j de A= (ayj, azj,...,amj)

Mmxn(K) - conjunto das matrizes mxn sobre K



1.1 Algumas definicoes e exemplos

Definicdo

Dizemos que as matrizes A, B € M pxn(K) sdo iguais, e escrevemos
A=B,seaj=0bjparai=1,....m j=1,...,n Caso contrdrio
escrevemos A # B.

e A B e Mpyn(K)
e/i=1....mj=1 ....n

@ ajj, bjj - elementos homologos

S6 podem ser iguais matrizes com igual nimero de linhas, igual nimero de
colunas e com elementos homélogos iguais.



1.1 Algumas definicoes e exemplos

Definicdo
Seja A € Mpxn(K).

A diz-se uma matriz—linha se m = 1.
A diz-se uma matriz—coluna se n = 1.

A diz-se uma matriz quadrada se m = n. Neste caso diz-se que A é
quadrada de ordem n ou, simplesmente, que A é uma matriz de ordem n.
v

Exemplo




1.1 Algumas definicoes e exemplos

ail
ani
A= ,
anl
ai1, 822, ...
(311,3227-~
ail aiz
0 ax
0 0

a2 c ain
an2 T azn

an2 ce ann
,ann - elementos diagonais de A
.,ann) - diagonal principal de A

ain
azn . . . .
- triangular superior ( a; =0 para > ))

dann



1.1 Algumas definicoes e exemplos

ai
a1

anl

ail

0 - 0
322 T 0 - - - - .
. - triangular inferior (2 =0 para | <)
an2 ann
0 - 0
ay - 0 . . .
. - diagonal (a; =0 para | # )
0 *+  ann
0 0
ot 0 i .
. .| - escalar (diagonal com a; =, i=1,...,n)
0 e’
10 0
0 1 0 L. .
.| - matriz identidade
0 o 1



1.1 Algumas definicoes e exemplos

Exemplo
3.7 -1 100
A=1]o o0 1 |,B=|" %, c=]° %lek=]01 o]
[ 00 4 } [ 0 3 } [ 0 e ] ’ [ 00 1 } )
Definicao

Designamos por matriz nula de M, ,(K) e representamos por Opxp, ou
simplesmente por 0 se ndo houver ambiguidade a matriz de M ,xn(K)

Omxn = Do .
o o0 --- 0

Dada A € M ;,xn(K), representamos por —A a matriz de M ,,x,(K) tal
que:

—ayy  —ar - —ain
A —azi —a e —azn
—aml —am2 —amn



1.2 Operagcbes com matrizes - Adicdo de matrizes

Definicdo
Sejam A, B € Mpxn(K). Chamamos matriz soma da matriz A com a

matriz B, e denotamos por A + B a matriz de M ,»n(K) cuja entrada
(i,)) é ajj + bjj isto é

(A—i—B),-j:a,-j—i—b,-j i=1....m j=1,....n

ail  a; vt an by b -+ bip
A+ B a1 ax -+ axn b1 b - b2y
ami  am2 - amn bmi  bm2 - bmn

ail+bun a2+ bix - a+ b1y

a1+ b ax+bx - ax+ by

aml + bm1  am2 + bm2 - amn + bmn



1.2 OperagOes com matrizes - Propriedades da Adicio de matrizes

Proposicao

Tem-se:

Q VaBeMuyn®) A+ B =B+ A (comutativa).
Q VaB,ceMpmen®) (A+B)+C=A+(B+ C) (associativa).

e E|0m><n€-/\/lm><n(]K) VAGMan(K) A + 0m><n = 0m><n + A = A
(existéncia de elemento neutro).

Q YA Mun(K) F-AeMpen(k) A+ (—A) = (—A) + A= 0mxn
(existéncia de oposto).

Se A, B € Mmxn(K), representamos por A — B a matriz A+ (—B).



1.2 Operacbes com matrizes - Multiplicacio de um escalar por uma

matriz

Definicdo
Sejam a € K e A € M ;,x»(K). Chamamos matriz produto do escalar o

pela matriz A, e denotamos por aA, a matriz de M5 n(K) cujo
elemento (7,/) é aajj, isto é,

(OZA)U:Oza,'J', i=1,....m j=1,...,n

a €K eAE Mmn(K)

a1 a2 - ain @ay;  «ayp -+ Qaip

ari a2 e azn @azy aa o Qazp
aA =« =

aml  am2 - amn @aml Qam2 - Qamn



1.2 Operacoes com matrizes - Propriedades da Multiplicacio de um

escalar por uma matriz

Proposicao
Sejam A, B € Mpuxn(K) e a, B € K. Tem-se

@ o(A+B)=aA+aB.
@ (a+B)A=aA+ BA.

Q (aB)A = a(BA).

Q0 1A=A

0 (—a)A=a(—A) = —(aA).

Q@ Se aA =0p,xn entdo o =0 ou A = Opxp-




1.2 Operagbes com matrizes - Multiplicacio de matrizes

Definicdo
Sejam A € Mpyun(K) e B € Mpyp(K). Define-se produto da matriz A
pela matriz B, e representa-se por AB, a matriz de My p(K) tal que

(AB)U:a;1b1j+-~-+a,~,,b,,j, i=1....m j=1...,p.

Assim,
n
(AB)U: E a,-kbkj.
k=1
by
aip  ap - ai . . . =] 0 anby+ ainby + -+ ainby;
by



1.2 Operagcbes com matrizes

Exemplo

9 8 7
0 1 2

-8 -2 6 | =
3 05

-1 0 4

[ 0x9+1x (—8)+2x (—1) 0x8+1x (—2)+2x0 0X7+1x6+2x4

| 3X9+0x (—8)+5x(~1) 3x8+0x (-2)+5x0 3x7+0x6+5x4

22 24 41

[ —10 -2 14]




]. o 2 O pera (;665 Com m atI’IZGS — Propriedades da Multiplicagdo de matrizes

Proposicao
Seja A € Mpmxn(K) e sejam B, C matrizes do tipo adequado de forma a
que as operagles indicadas estejam definidas. Tem-se

Q@ (AB)C = A(BC) (associativa).

@ A(B+ C) = AB + AC (distributiva, a esquerda),

(B + C)A = BA+ CA (distributiva, a direita).
Q «o(AB) = (aA)B = A(aB), Va e K.
Q Al,=I1,A=A

Algumas propriedades da multiplicagdo em K n3o s3o verificadas pela
multiplicacdo de matrizes:

@ A multiplicacdo de matrizes ndo é comutativa.
e AB=0#4A(A=0 ou B=0),

isto é, pode ter-se AB=0com A#0e B#0.
e (AB=AC e A#0)%» B=2C,

(BA=CA e A#0)%A B=C.



].. 2 O pera (;665 Com matI’IZGS = Poténcia de expoente k de uma matriz

Definicdo
Seja A € M,xn(K). Chamamos poténcia de expoente k de A (k € Np)

a matriz de M« ,(K), que representamos por AX, definida, por
recorréncia, do seguinte modo:

Ak l,, sek=20
T AKIA sekeN

Proposicao

Quaisquer que sejam A € Mpxn(K) e k, I € Ngy, tem-se
Q@ AKA! = Akt
e (Ak)’ — Akl.




1.3 Matrizes invertiveis

Definicdo

Seja A € M,xn(K). Dizemos que A é invertivel, ou que tem inversa, se
A tem oposto para a multiplicacdo de matrizes, isto é, se existir uma
matriz B € Mp«n(K), tal que AB = BA = 1I,.

Teorema

Se A € Mpxn(K) é uma matriz invertivel entdo existe uma, e uma s,
matriz B tal que AB = BA=I,.

Definicdo
Se A € Mpxn(K) é uma matriz invertivel, a dnica matriz B tal que
AB = BA = |, designa-se por a inversa de A e é denotada por A~




1.3 Matrizes invertiveis

Em M,xn(K), A20 % A invertivel.

Exemplo

A matriz A = [ _51 8 ] € Mayx2(R) ndo tem inversa porque, para

qualquer B = [ i Z } € Moy 2(R), se tem

AB=[ o[z )=l w]#e




1.3 Matrizes invertiveis

Teorema
Seja A € Mpxn(K) uma matriz invertivel.
@ Se B € Muxn(K) € tal que AB = I, entdo B = A~! e, portanto,

BA = 1I,.
@ Se B € Muxn(K) € tal que BA = I, entdo B = A~! e, portanto,
AB = I,.




1.3 Matrizes invertiveis

Teorema

Se A € Mpun(K) € invertivel entdo A~1 é invertivel e (A_l)_1 = A.

Se a € K\{0} e A € invertivel entdo oA € invertivel e

(aA)~! = a~1A1L.

Se A, B € Mpxn(K) sdo invertiveis entdo AB € invertivel e

(AB) ! = 1AL,

Mais geralmente, se k € N e A1, ..., Ax € Muxn(K) sdo invertiveis
entdo Ay --- A € invertivel e (A1 -- -Ak)_1 =A 1AL

Se A € Mpxn(K) é invertivel entdo, para qualquer k € N, Ak é
invertivel e (AK)~! = (A1),




1.4 Transposicao e conjugacao de matrizes

Definicdo

Seja A € Mpxn(K). Chamamos matriz transposta de A, e

representamos por AT, a matriz de Mpxm(K) tal que

(AT)":aj,-, i=1,....n j=1,..

., m.
y
T
ail a2 e ain ai ani aml
ani a2 e azn a2 an2 am2
aml am2 amn ain  an amn




1.4 Transposicao e conjugacao de matrizes

Proposicao

Sejam o € K e A, B matrizes sobre K de tipos adequados para que as
operagdes indicadas tenham sentido. Tem-se

o (A ) = A.
Q@ (A+B)  =AT +BT.
0 (aA) =aAT.
Q@ (AB)" =BTAT.
@ (A)" = (AT)¥, para todo k € N,

;. . ~ ;- , -1 _
@ Se A é invertivel entdo AT é invertivel e (AT) = (A 1)T.




1.4 Transposicao e conjugacao de matrizes

Definicdo
Uma matriz A diz-se simétrica se A= AT e hemi-simétrica se
A=—AT.

Definicao

Dizemos que A € Mx,(K) é simétricase aj =a;; i,j=1,...,neque
é hemi-simétricase a; = —a; /,j=1,...,n.

Exemplo

_ 4 -2 3 _ _ ) 0 mi 2
A matriz | -2 5 -1 | ésimétrica. A matriz| —xi 0 -3 | é
3 -1 T
2

—2i 3 0
. . . . 1 2 2 . .
hemi—simétrica. A matriz | —2 0 -3 | ndo é simétrica nem
-2 3 7

hemi—simétrica.




1.4 Transposicao e conjugacao de matrizes

K=C={a+bi:abecR}

i?=-1

O conjugado de z = a+ bi é o nlimero Z = a — bi.

Definicdo

Seja A € Mmxn(C). Define-se a conjugada de A e representa-se por A a

matriz que se obtém de A substituindo cada elemento pelo seu conjugado.
Tem-se, pois, A € Mpmxn(C) e (A)u = 3.

a1 412 -+ din di1 412 -+ din

a ax -+ ap — a1 dx -+ axp
A= A=

dmi adm2 - amn dml adm2 - dmn



1.4 Transposicao e conjugacao de matrizes

Proposicao
Sejam A, B € Mpmxn(C), C € Mpxp(C) ex € C. Tem-se

0 A=A

Q@ A+ B=A+B.
Q cA=aA

Q@ AC=AC.

Q Ak = (A)".




1.4 Transposicao e conjugacao de matrizes

Definicdo
Seja A € Mpmxn(C). Define-se transconjugada de A e representamos por
A* a matriz

(A" =AT,
ail a1z e ain ail ani e am1
A ani a2 o azn A* aie an o am2
ami  am2 - amn ain @ amn

Definicao

Uma matriz A diz-se hermitica se A = A* ou, equivalentemente ,se
ajj = aji e hemi—hermitica se A= —A"* ou, equivalentemente ,se
aj = —ajj.




1.5 Transformacdes e matrizes elementares

Definicdo
Seja A € Mpxn(K). Chamamos transformacédo elementar sobre as
linhas de A a uma transforma¢do de um dos seguintes tipos:

I Troca de posi¢do, na matriz A, da linha i com a linha j, com i # j;

ail a2 t ain ail a2 t ain
aj1 aj2 t ain aj1 aj ajn
aj1 a2 ajn aj1 a2 ain
aml  am2 amn aml  am2 amn



1.5 Transformacdes e matrizes elementares

Il Multiplicagdo de uma linha de A por um a € K\ {0};

ail a2 - A a1 a2 o0 A
ail  ap ot aip ali | aajp wap - @ap
aml am2 amn ami am2 amn



1.5 Transformacdes e matrizes elementares

Il Substituicdo da linha de A pela sua soma com linha j de A
multiplicada por € K, com i # j.

arl a ce ain arl ar2 ce ain
ail  ap -+ ain an+Baj  aptBap -+ aiptBajn,
L G+BE
a1 ap o ajn aj1 ajp e ajn
aml  am2  ccc amn ami amo .. amn



1.5 Transformacdes e matrizes elementares

Notacdo
o A — B, para representar que a matriz B se obteve de A efectuando
a transformagdo elementar T (de tipo ndo especificado).

Definicao

Diz-se que A € M p,xn(K) é equivalente por linhas a B € M p«n(K) se B
se pode obter a partir de A efectuando uma sequéncia finita com k,

k € Ny, transformacdes elementares sobre linhas. Tal serd denotado por

A (linhas) B.




1.5 Transformacdes e matrizes elementares

Proposicao

Seja A € Mpmxn(K). Para qualquer transformagdo elementar sobre linhas
T existe uma transformacdo elementar sobre linhas T' tal que

A—B—nA

Dizemos ent3o que qualquer transformac3do elementar sobre linhas é
"reversivel”.

Proposicao
Seja A € Mpmxn(K). Tem-se:

O Ay (Ilnhas) A.

Q SeA—— (llnh 9 B entioB——A

(linhas)
Q@ SeA————BeB—FCentioA——C

i i i Ilnh i i I nhasi




1.5 Transformacdes e matrizes elementares

Definicdo

Chamamos matriz elementar de M, ,(K), sobre linhas, de tipo I, Il ou
[1l, a toda a matriz que se obtém de /, por aplicacdo de uma dnica
transformac3o elementar nas suas linhas, de tipo I, II, ou Il

respectivamente.

Exemplo
S&do matrizes elementares de Mayx4(R), sobre linhas, as matrizes:
1 0 0 0]
_lo o 10 .
Er=\0o 1 0 ol POl s B
PP 1 0 0 0
_ _ o 100
Em=14 . 1 ol
100 0] 0001
En=19%919% %1 poisly — E pois Iy ———— Es.
n 0 0 7 o |/POSIa=Z7 R AR
00 0 1|




1.5 Transformacdes e matrizes elementares

Proposicao
Tem-se:

Q Sel,5— Ry Ei entio I, ——=— =T E;.

Q Sel, w0 E> entdo I, =5 E.

Q Sel,——=~ pcp Es entdo I, Es.

_
Cj—‘rﬁc,'

Teorema
Seja A € Mpmxn(K).

Q Sel, — E, sendo T uma transformacio elementar sobre linhas,
entdo A — EA.

Q Sel, - E’, sendo T' uma transformac3o elementar sobre colunas,

entdo A —~ AE'.




1.5 Transformacdes e matrizes elementares

Proposicao

Toda a matriz elementar E € M, »(K) € invertivel e tem-se, quaisquer
que sejam i,j € {1,...,n}:

. . ~ -1
Q Sei#j e I,,WE entdo I,,WE

Q@ SeacK\{0} e In i E  entdo I,,—% E-1

GSei;éj,ﬁeK e /nWE entao /,,WE_l




1.6 Formas de escada e caracteristica de uma matriz

Definicao

Chamamos pivé de uma linha n3o nula de uma matriz ao elemento ndo
nulo mais a esquerda dessa linha.Consideramos que uma linha nula n3o
tem pivo.

Chamamos pivs de uma matriz ndo nula aos pivds de todas as suas linhas
ndo nulas.

v

Definicdo

Seja A € Mpxn(K). Dizemos que A estd em forma de escada
(abreviadamente, denotado por f.e.) se A = 0%, Ou se os pivos da
matriz A estdo nas linhas {1,...,s} nas posi¢des (1, k1),..., (s, ks), com
1<k <.. <k <n




1.6 Formas de escada e caracteristica de uma matriz

Exemplo
Estdo em forma de escada, por exemplo, matrizes com o seguinte
aspecto:
0 e x % o x x °
0 0 0 e |, 0 e =« ou 0
00 0 0 0 0 e 0
A matriz
00 0 0 O
5 0 -3 6 0| € Mszys(R)
00 0 3 0

ndo esta em forma de escada. Porqué?




1.6 Formas de escada e caracteristica de uma matriz

Proposicao
Toda a matriz A € Mpmxn(K) € equivalente por linhas a uma matriz em
forma de escada. Abreviadamente

AWA/ (fe)

e Processo para reducdo de uma matriz A € Mp,«,(K) a forma de
escada.
P1: Se A= 0.,x, ou A é uma matriz linha ent3o A estd em forma de

escada e o processo termina.
Suponhamos entdo que A # Opmxn-



1.6 Formas de escada e caracteristica de uma matriz

P2: Por troca de linhas (isto é, efectuando apenas uma transformagdo
elementar do tipo 1), se necessario, obtenha-se uma matriz B cuja
linha 1 tem, entre todas as linhas n3o nulas da matriz, um pivé com
indice de coluna minimo. Seja tal elemento Bj;. Obtemos uma
matriz da forma

0 -+ 0 Byt Bit1 -+ B
0 -+ 0 Bx Bytt1 -+ Bog

B = o . s
0 -~ 0 Bmt Bmty1 -+ Bmn

onde Bis # 0 (se t = 1 entdo as colunas nulas a esquerda da coluna t
ndo existem).



1.6 Formas de escada e caracteristica de uma matriz

P3: Para cada linha i de B, i =2,..., m, substitua-se a linha i/ pela sua
soma com o produto de —BB—{"; pela linha 1 (transformagdes
elementares do tipo Ill). Obtém-se uma matriz da forma

0 -+ 0 Bt Bitya - B

o -+ 0 0 Q1 0 G
C= S . o

0 T 0 0 Cm,t+1 e Crmn

onde Bj; # 0.

P4: Se a matriz C estiver em forma de escada, o processo termina e estd
encontrada uma matriz em forma de escada.
Caso contrario, “despreza-se” a linha 1 da matriz C e aplica-se os
passos 1 e 2 a matriz resultante do tipo (m — 1)xn.



1.6 Formas de escada e caracteristica de uma matriz

Definicdo

Dizemos que uma matriz estd em forma de escada reduzida
(abreviadamente, denotado por f.e.r.) se estd em forma de escada e os
pivos, se existirem, s3o iguais a 1 e todos os restantes elementos das
colunas dos pivds sdo nulos.

Exemplo

A matriz identidade, de qualquer ordem, estd em forma de escada
reduzida.

01 5 3 0 0

o o o0 o0 1 0 . )

Amatriz| 0 0 0 0 0 1 | estd em forma de escada reduzida.

0 00 0 00

0 0 0 0 00




1.6 Formas de escada e caracteristica de uma matriz

e Processo para reducdo de uma matriz A € M, ,(K), ndo nula
e em forma de escada, a forma de escada reduzida.
P1: Seja Ag o pivd com maior indice de linha. Para garantir que o pivd
passa a “1", multiplica-se a linha s por A%k (transformacg&o elementar
do tipo II).
Seja B a matriz obtida. Se s = 1 a matriz B estd em forma de escada
reduzida e o processo termina.



1.6 Formas de escada e caracteristica de uma matriz

P2: Para cada linhaide B, comi=1,...,s—1, substitua-se a linha /
pela sua soma com o produto de —Bjx pela linha s (transformagdes
elementares do tipo Ill).(Note que tal corresponde a anular os
elementos da coluna do pivd Bs,, com indice de linha inferior ao do
pivd.)

Obtem-se uma nova matriz C que continua em forma de escada e em
que as entradas da coluna k s3o todas nulas a excep¢do do pivo Cg
que é igual a 1.



1.6 Formas de escada e caracteristica de uma matriz

P3: Se a matriz C estiver em forma de escada reduzida, o processo
termina e estd encontrada uma matriz em forma de escada reduzida.
Caso contrario, “desprezem-se” as linhas de C de indice superior ou
igual a s e aplique-se o processo a matriz do tipo (s — 1)xn

resultante.
Exemplo
o 1 2 1 -1 01 2 1 -1
o o1 -1 ofTlo0o 0 1 -1 o0
Maxs(R) > B = o 00 o 3|Blooo o 1|7
L0 00 o0 0 000 0 O
o 1 2 10 01 0 3 0
———»l0 01 -1 0|————>|0 0 1 -1 0
0+160 0 00 o 1 18T 4 o 0 o 1| (fer)
[0 00 0 0 00 0 00
v




1.6 Formas de escada e caracteristica de uma matriz

Proposicao

Sejam A, B € Mpmxn(K) matrizes equivalentes por linhas. para cada
i€{l,...,n} seja Aj a coluna i de A e seja B; a coluna i de B.

se existem s € {2,...,n} eaq,...,as_1 € K tais que

As = a1Ar + -+ as_1As_1

entdo
Bs =a1By + -+ as_1Bs_1.

Proposicao
UNICIDADE DA ForMA DE EscAbA REDUZIDA

Qualquer matriz A € equivalente por linhas a uma tnica matriz em forma
de escada reduzida. Abreviadamente,

A——= A" (fer.), com A" dnica.

i Iinhasi



Definicdo
Seja A € My n(K). A tnica matriz equivalente por linhas a A e em

forma de escada reduzida chamamos forma de escada reduzida de A ou
forma de Hermite de A.

Proposicao
Seja A € Mmxn(K). Quaisquer matrizes equivalentes por linhas a A e em
forma de escada tém o mesmo nimero de linhas ndo nulas.

Definicdo

Seja A € Mpxn(K). Ao ndmero de linhas n3o nulas de qualquer matriz
em forma de escada equivalente por linhas a A chamamos caracteristica
de A e denotamos por r(A).




1.6 Formas de escada e caracteristica de uma matriz

Proposicao
Seja A € Mpmxn(K). Tem-se r(A) < me r(A) <n, isto é,
r(A) < min{m, n}.

Proposicao
As transformagbes elementares sobre linhas ndo alteram a caracteristica,

isto €, se A € Mpmxn(K) e

A (linhas) B

entao _

r(A) = r(B),
ou seja, matrizes equivalentes por linhas tém a mesma caracteristica. J
Proposicao

A, B € Mpnxn(K) sdo equivalentes por linhas se, e s6 se, tém a mesma
forma de escada reduzida.




1.8 CaracterizagOes das matrizes invertiveis

Teorema

Seja A € Mxn(K). As afirmages seguintes sdo equivalentes:
Q A é invertivel.
Q r(A) =n.

© |, € a forma de escada reduzida de A.

@ A pode escrever-se como produto de matrizes elementares.

Se A € Mpxn(K) é uma matriz invertivel podemos calcular A1 pelo
processo seguinte:

Efectuamos transformacGes elementares sobre linhas de modo a obter /, a
partir de A. Se, a partir de [, efectuarmos a mesma sequéncia de
transformacdes elementares sobre linhas, a matriz que no final obtemos é
A—l

[A 1] paey” Un AT
‘Departamento de Matematica (FCT/UNL) [y e = 48/1



Exemplo

1 2 1
SejaA:[o 1 o]
0 2 -1

e verifiquemos se A é invertivel calculando a sua caracteristica.

1 2 1 1 2 1 12 1

01 olB=2l0 1 ol|ZBlo 1 o

0 2 -1 00 -1 00 1
(f.e.)

r(A) = 3 logo A é invertivel.




Teorema

Sejam A, B € M,xn(K). Tem-se AB € invertivel se, e sé se, A e B sdo
ambas invertiveis.

Corolario

Se A, B € Mpxn(K) e AB = I, entdo A e B sdo ambas invertiveis,
tendo-se A~ = B e BA=1,.




