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Definicdo
Uma Equacao linear nas incégnitas xi, ..., x,, sobre K, é uma equagdo
do tipo
aixi+ - +anxp=0>b (1)

com ai,...,an, be K.

Chamamos a ay, ..., a, os coeficientes da equacgdo e a b o segundo
membro ou termo independente da equacdo. Se b = 0 dizemos que a
equacgao é linear homogénea.

Dizemos que (51, ..., ;) € K" é uma solucdo da equacdo (??) ou que
satisfaz a equacdo se substituindo x; por 3;, i = 1,...,n, se obtém uma
proposicdo verdadeira, isto é, (f1,...,3,) € K" é uma solugado da
equagdo (?7?)se é verdadeira a proposi¢gdo

aifi+ -+ apfy, = b.
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Definicdo
Um Sistema de equagdes lineares é uma conjungdo de um ndmero finito de
equagoes lineares, todas nas mesmas incégnitas.

aitxs + -+ amxn = b
= b
(S) a1xy + +  anXp 2
amx1 + -+ + ampXn = bny
commneN, aj,beK i=1,...,m  j=1,...,n

Diz-se que (S) é um sistema de m equacdes lineares, nas n incégnitas
X1, - -.,Xn, sobre K.

Se by = by = -+ = by, = 0 dizemos que (S) é um sistema homogéneo.




Definicao

(B1,-..,0n) € K" é uma solugdo do sistema (S) se
anfi + - + awbh = b
aifr + -+ amfs = b
ampb1 + - 4+ amnBn = bn

(S) diz-se impossivel se ndo existe nenhuma solu¢do de (S), ou
equivalentemente, se o conjunto das solugdes do sistema (S) é o conjunto
vazio.

(S) diz-se sistema possivel se admite pelo menos uma solugdo.

(S) possivel diz-se determinado se tem uma, e uma sé, solugdo e
indeterminado se tem mais do que uma solucao.




C = conjunto das solugdes do sistema (S)
C; = conjunto das solugdes da i-ésima equagdo de (S), i=1,...,m

C=CinCnNn---NCh

(S) sistema homogéneo

aiixi + - 4+ amxy, = 0
... =0
(S) a1 xy + N +  anXp
amxa + -+ ampxp = 0
entdo (0,0,...,0) € K" é uma solugdo de (S), a que chamamos a solugdo

nula. Logo um sistema homogéneo é sempre possivel, podendo ser
determinado se tiver apenas a solucdo nula ou indeterminado se tiver mais
solugdes.



Exemplo

x1 + 2x = 0
—2x1 — 4x = 0

(0,0) e (—2,1) sdo solugées do sistema homogéneo nas incégnitas x1 € x,
sobre R

-2 4+ 2x1 =0
—2x(-2) — 4x1 =0

C = {(al,ag) € Rz Do = —20[2}
={(—2az,3) : ap € R}.

Sistema homogéneo indeterminado.




Problemas a resolver

(1) Discussao do sistema: Indicar para um dado sistema se este é
impossivel ou possivel e, no caso de ser possivel, se é determinado ou
indeterminado, sem determinar o conjunto de solugoes.

(2) Resolucao do sistema: Dado um sistema de equagdes lineares,
determinar o conjunto das suas solu¢des (que serd o conjunto vazio se
o sistema for impossivel).



Definicdo

Dado um sistema de equagdes lineares, nas incdgnitas xi, ..., x,, sobre K
aixy + - 4+ awx, = b
amx1 + -+ ampXn = bp

chamaremos forma matricial do sistema (S) a
(S) AX=B8B

onde [

by ]
bm

A € Mmxn(K) é a matriz simples do sistema
X € Mpx1(K) é a matriz das incégnitas

B K) é a_matriz rmos in nden



Seja
aix1 + - 4+ axn = bi
(S) ... 7
amix1 + -+ 4+ amnXn = bm
a1l atn X by
A= , X=1": e B=| : |
aml amn X‘n bm

Matriz ampliada do sistema (S) é a matriz de M (n11)(K) cuja coluna
i, i=1,...,n, éigual a coluna i de A e cuja coluna n+ 1 € igual a coluna
(tnica) de B.

[A] B]




Exemplo
O sistema de equagdes lineares nas incégnitas xi, xa2, x3, sobre R,

x1 + x — x3 = 0
2x1 + xo =1

X1 — x3 = 1
31 + xo — x3 = 2

Forma matricial

1 1 -1 0

2 1 0 a1

1 0 -1 f RN

3 1 -1 3 2

e a sua matriz ampliada é

1 1 -1|0
2 1 01
1 0 —-1|1
31 —-1]2




Proposicao

Dado um sistema (S) AX = B, (f1,-...0n) € K" é uma solugdo de (S)
B

se, eso’se,A|: : ] =B
Bm

by

A=laj] € Mpxn(K)e B=| - ] € Mmx1(K). (B1,..., ;) é solugdo

bm
de (S) se, e sé se,

{31151 + - 4+ amfs = b

amlﬁl + e+ amnﬁn = bm

an - A B1 by . B1
: = o, e, A =B

ami amn /6;11 bm ﬁ.n




Definicdo
Sejam (S) e (S') sistemas de equagdes lineares sobre K. Dizemos que (S)
e (S') sdo equivalentes se tém o mesmo conjunto de solu¢des.

Proposicao

Sejam A € Mpmxn(K) e B € Mpnx1(K). Se P € Mpxm(K) é uma matriz
invertivel ent3o os sistemas

(S) AX=B e (S) (PAX=PB

sdo equivalentes.

Proposicao
Seja AX = B um sistema de equagdes lineares. Se

[A | Bl ey’ A Bl

ent3o os sistemas AX = B e A'X = B’ s3o equivalentes.
R I ————I————————..



S SsemasdeBquageslineaes
Proposicao
A€ Mpmxn(K) e B€ Mpxi1(K). Tem-se

r([Al1B]) =r(A) ou r([A]B])=r(A)+1

pelo que

r(A) <r([A] B]).

Sejam A € Mpxn(K) e B € Mpx1(K). Como
r(A) <r([A|B]) e r(A)<n

emes (A) < ([A | B])

< r(A)=r([AB])=n
r(A) =r([A] B]) <
r(A)=r([A| B]) <n.




S RSeemasdeBaueeslineaes
Teorema
Seja AX = B um sistema de equagdes lineares, com A € M pmyxn(K) e
B € Mpx1(K). Tem-se:
1. Ser(A) < r([A | B]) entdo o sistema é impossivel.
2. Ser(A) =r([A | B]) entdo o sistema é possivel.
Tem-se, ainda,
2.1. Ser(A) =r([A| B]) = n entdo o sistema €& possivel determinado.

2.2. Ser(A) =r([A| B]) < n entdo o sistema €& possivel indeterminado.

Definicdo

@ Seja AX = B um sistema possivel indeterminado, com A € M, »(K). A
n — r(A) chamamos o grau de indeterminac&o do sistema.

@ Seja [A'|B’] uma matriz em forma de escada equivalente por linhas a matriz
ampliada de um sistema (S). As incognitas correspondentes aos pivos de
[A’|B’] damos os nome de incégnitas basicas. As restantes incégnitas
damos o nome de incégnitas livres.

—-_—




Observacio

O grau de indeterminacdo de um sistema possivel indeterminado é igual ao
nimero de incégnitas livres.

Resumo da discussao do sistema AX = B

r(A) <r([A| B])
Sistema Impossivel
AX =B r(A)=r([A|B])=n
Sistema Sistema Possivel Determinado
r(A) =r([A| B])
Sistema Possivel
r(A)=r([A| B]) <n.
Sistema Possivel Indeterminado,
com grau de indeterminagdo
n—r(A)




S RSeemasdeBaueeslineaes
Exemplo

Sistema de equagdes lineares nas incégnitas xi, x2, X3, X4, sobre R,

x1 + 2% 4+ x3 — 3x4 = -5
(S) 2x1 + 40 + 4x3 — 4xg = —6 .
—X1 — 2X2 — 3X3 — X4 = 3

Discussao do sistema (S): Forma matricial AX = B com

-5 /(—2)/> 1 2 1 -3
—6 [2HZ2h] o g 2 2
hB+(1)h
A 0 0 -2 -4

1 2 1 -3
[A] B] :[ 2 4 4 —4
-1 -2 -3 -1

1 —
2

1 2
s+ (1)/2 0O 0 2
0 0 0 -2

-5
4}:[A’|B/] fe
2

r(A) =3 =r([A | B]) < 4 = ndmero de incdgnitas,

(S) é um sistema possivel indeterminado, com grau de indeterminacio
1(=4-3).

—_—




Exemplo

Resolucdo do sistema (S):

o 121 -3|-5]52[1 2 1 -3|-5
[A[B]=]00 2 2| 4001 1| 2|
000 —2| 2] 2 000 1]|-1
1 2 1 0f-8 12 0 0]-11
BrCsl o 0 1 0| 3 h+(-Dk| 0 0 1 of 3|=[A"|B"] fer.
000 1]-1 000 1| —

A incdgnita livre é x> e o sistema (S) € equivalente ao sistema

x3 = —11 —2x
X3 = 3
X4 = -1




Exemplo

(a1, az,a3,a4) € R* € solucdo do sistema (S) se, e s6 se,

a; = —-11 —2a
a3 = 3
(67 -1
C = {(al,az,a3,a4) ER*: a;=-11-2a0 A a3=3 A au = —1}

{(-11 — 2an,2,3,-1) : az € R}.

Definicao
Um sistema de equacdes lineares AX = B diz-se um sistema de Cramer
se A é quadrada e invertivel.




Observe-se que qualquer sistema de Cramer AX = B é possivel

determinado. Sendo (aq,...,a,) € K" uma solu¢do do sistema, tem-se
- o
Al - | =B
L &n
o T
A1A L= A1B
Qp
o
I @ | = A-1B
L Qn |
ay ]
L= A1B.
Qp

Num sistema de Cramer podemos determinar a solugcdo através da matriz
AL



Exemplo

O sistema de equacdes lineares, nas incognitas x, y, z, sobre R,

x+y=1
(8) §yv+tz=2
x+y+z=0

tem como matriz simples

= oM
o e
== o
—_




Exemplo

0 -1 1
Verificamos facilmente que A é invertivel com Al = [ 1 1 -1 ] e,

portanto, (S) é um sistema de Cramer.
Pelo processo descrito anteriormente, a solucdo do sistema pode ser
calculada atendendo a que

0 -1 1 1 -2
A_lB:[l 1—1}[2]:[3],
-1 0 1 0 -1

sendo B a matriz dos termos independentes. Logo a solugdo de (S) é
(—2,3,-1).




Observacao

No Capitulo 1 apresentamos um método para a determinacdo da inversa
de uma matriz invertivel A € M,xn(K) que representdamos
esquematicamente por

-1
[All] ~Ginpaey” Unl A7
Dispomos agora de uma forma de interpretar esse método em termos de

resolucdo de sistemas de equacdes lineares.
Se A é invertivel s3o possiveis determinados os n sistemas de equagdes

lineares

(S) AX = B;,
em que B; corresponde a coluna ide I, i=1,...,n.
Notemos que a solugdo ((tinica) do sistema (S;) é a coluna i de A1, pois
Al G |-+ | G ] =l em que C; corresponde a solugdo de (S;),
i=1,...,n.

v




Observacao
De acordo com o Corolario 1.79

A_1=[C1|-~~|Cn}.

Podemos ent3o concluir que a determinacdo de A~! pode ser feita
resolvendo os n sistemas de equacdes lineares

1 0

0 0
AX =] [,...,AX = ,

0 1

todos com a mesma matriz simples A, e em que as matrizes dos termos
independentes s3o, respectivamente, as colunas 1,...,n de /,.

Tais sistemas, por terem a mesma matriz simples, podem ser resolvidos
simultaneamente, o que corresponde ao método descrito no Capitulo 1.




Proposicao

Sejam A, B € M,xn(K). A matriz AB € invertivel se, e sé se, A e B sdo
ambas invertiveis.

Dem. Atendendo a 3 da Proposicao 1.29, demonstremos apenas que se AB é
invertivel entdo A e B sdo ambas invertiveis.

Se B n3o é invertivel ent3o o sistema BX = 0 é possivel indeterminado. Como
qualquer solugdo deste sistema é ainda solugdo do sistema (AB)X = 0, resulta
que (AB)X = 0 é também possivel indeterminado e, portanto, AB n3o é
invertivel.

Demonstramos assim que se AB ¢é invertivel entdo B é invertivel e, como o
produto de matrizes invertiveis é invertivel, concluimos também que
(AB)B~! = A é invertivel.



