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3.1 Uma definicao por recorréncia

Consideramos apenas matrizes quadradas.

A € Mpxn(K) é invertivel se, e sé se, r(A) = n.

en=1
A = [a11] € M1x1(K) é invertivel se, e sé se, r(A) =1,

ou equivalentemente, a;1 # 0.

e n=2

A= [ e } é invertivel se, e s6 se, r(A) = 2.
21 22

Vejamos que tal é equivalente a afirmar que
aj1azn — apax; # 0



@ Se a;n #0,
et
A= | 9 h+ (—m) h a algzlau = | aa 3128 a
a1 axn a1y 0 axp — = 0 %

I’(A) =2 se, e sé Se, diiapg2 — az14di12 75 0.
@ Se il = 0
A= [ 0 an ]
a  axn |’
o Se ani 75 0

A:[ 0 ap },1—,;[ a1 ax }f.e.
a1 ax 0 ap

r(A) =2 se, e sé se, ajp # 0 se, e s6 se, aj1ax — apan # 0.
e Sea;; =0=ay
0 ap
A=
0 ax
nao ¢ invertivel e aj1a» — ajpar; = 0.



Notacao
A€ Mpxn(K), com n>2. Dados i,j € {1,...,n}, representamos por

A(ilj) € M(n—1)x(n-1)(K)

a matriz que se obtém de A suprimindo a linha i e a coluna j.

Exemplo

~N A
o 1 N
o oW

:| S M3x3(R)

A(1|2):[‘7‘ 2],A(2ll)=[§ 3] eA(1|1):[g 8}




Definicdo
Seja A = [ajj] € Mxn(K). Chamamos determinante de A, e
representamos por det A ou |A|, o elemento de K definido da seguinte

forma:
Se n=1 entdo det A = ay;.
Se n > 1 entdo

det A = ay1(—1)" " det A(1]1) + - - - + a1,(—1)"""det A(1|n)

n
= a(—1)"*det A(1]k).
k=1

azl an2

Se A= [ a2 ] € Moo (K)

det A = ay;(—1) " det A(1|1) + a1o(—1)"det A(1]2)
= alldet[azz] — algdet[agl]

= d11422 — d12421.



a;n an a13]

Se A= |: a1  ax» ax

a3 a3 asz

det A =
= a11(—1) " det A(1]1) + a12(—1) 2det A(1]2) + a13(—1) >det A(1]3)
= a11det{ 22 a2 ] - 312det[ 21 a2 } + andet[ 21 8 }

as2 ass asi as3 asi as2
= 811(822333 - 823832) - a12(821833 - a23a31) + 313(821832 - 322831)

= (a11822a33 + a12323331 + a13@21332) — (311323832 + a12a21333 + a13a22a31.

Regra de Sarrus: As 3 parcelas do aditivo sdo dadas pelo produto dos
elementos da diagonal principal e pelo produto dos elementos abrangidos

por cada um dos dois tridangulos com base paralela a diagonal principal. As
3 parcelas do subtractivo s3o obtidas procedendo de forma andloga em
relagdo a diagonal secundéria (constituida pelos elementos a13, ax e asz).

1 2 13
23

31 32 33




Se A € Mpxn(K) a expressdo de det A tem n! parcelas. (mostra-se por
indug3o)

Processos alternativos
Definicao
A € Mpxn(K), com n > 2.Designa-se por complemento algébrico do
elemento da posicdo (7, /) de A, o elemento de K, que representaremos por
ajj, dado por

4 = (1) det A(i)).

Exemplo
1 2 3

A=|14 5 6| 332:(_1)3+2H g':—(6—12):6,
7 a 8

independente do valor de a.




Se n > 2, o determinante de A € M,,»,(K) é igual a soma dos produtos
dos elementos da linha 1 pelos respectivos complementos algébricos, ou

Teorema (Teorema de Laplace)
Se A = [ajj] € Muxn(K) entdo

det A= a;181 + - - - + 3indin, i=1,...,n. (1)
O mesmo resultado € valido se substituirmos “linhas” por “colunas”, isto é€,

det A= alj§1j+---+a,,j§,,j, j=1...,n (2)

v

A expressio (7?) chamamos o desenvolvimento do determinante de A
através da linha i ou dizemos que é a expressao resultante da aplicacao
do Teorema de Laplace a linha / de A. Analogamente, dizemos que
(?7) é a express3o resultante da aplicacdo do Teorema de Laplace a
coluna j de A.



Notacdo
Lapl. Lapl.

detA = ou detA =
/,' Cj

J

indica que o desenvolvimento que se segue, para o determinante de A,
decorre da aplicacdo do Teorema de Laplace a linha / ou a coluna j de A,
respectivamente.

A € Mpxn(K), podemos calcular det A por 2n processos, aplicando o
Teorema de Laplace a cada uma das n linhas de A ou a cada uma das n
colunas de A, que conduzem ao mesmo escalar (o determinante de A).
Uns podem ser mais expeditos do que outros.

Se a matriz tiver elementos nulos, tem vantagem em aplicar o Teorema de
Laplace a uma linha ou a uma coluna com um nimero maximo de zeros.



Exemplo

A forma mais expedita de calcular det A sera pela aplicacdo do Teorema de
Laplace a linha 3.
Aplicar o Teorema de Laplace a

@ linhaldeA
det A ~'1(- 1)1“‘ 50 ‘+9 )1“) ‘0 ‘+3(—1)1+3‘ 00 ‘
=1x10—-9%x8+3x0=10—-72 = —62.
@ linha 2 de A
Lapl. 2+1| 9 3 24211 3
det A~ 4(~1) ‘ ° 3 ‘+5(—1) ’ 13 ‘
= —4x18+5%x2=—-72+10 = —62.




Exemplo A= 111 g
0 0

@ linha 3de A

det A~ 2( 1)3+3‘ L9 =0y (-31) = —62.

o1 ©

@ coluna 1 de A
Lapl. 1+1] 5 0 241 9 3
detA Z'1(-1) ‘ ‘+4 1) ’ 93 ’
=1x10—-4x18 =10—-72 = —62.

@ coluna 2 de A
Lapl.

deA 9( )1+2‘4 o‘+5 1)2+2’(1) g‘

= —0Ox8+5%x2=-72+10 = —62.

@ coluna 3 de A
Lapl.

det A—3( 1)1+3’ 4 5 ’+2( 1)3+3“ g‘

=3x0+2x(5—-36) =2 x (-31) = —




3.2 Algumas propriedades do determinante

Os resultados sobre determinantes que sejam enunciados para linhas sio
validos substituindo “linha” por “coluna”.

Proposicao

Se A € Mpxn(K) tem uma linha nula entdo det A = 0.

Proposicao
Seja A € Mpxn(K), com n>2. Se A tem a linha i igual & linha j, com
i # j, entdo

detA=0.

A demonstracdo é feita por inducao em n.
en=2
A= { a b } edetA=ab—ba=0
a b
e n> 3. Seja A = [a;] € Mpxn(K) uma matriz que tem a linha / igual
‘Departamento de Matematica (FCT/UNL) [y e = 13/1



@ Hipdtese de Indugdo: O determinante de qualquer matriz de
M(n-1)x(n—1)(KK) com duas linhas iguais é zero.

e Como n > 3, existe k € {1,...,n} tal que k # i e k # j. Aplicando o
Teorema da Laplace a linha k de A obtemos

det A= ap1dk1 + -+ + akndkn.
Para I =1,...,n tem-se, por definicdo,
i = (=1)det A(K|1).

Uma vez que A(k|/) € M(p_1)x(n—1)(K) e continua a ter duas linhas
iguais, pela hipétese de indugdo, det A(k|/) = 0. Assim

A

1= =4,=0edetA=0



Teorema
Seja A € Mpyn(K). Tem-se det A =detAT. J

A demonstracdo é feita por inducdo em n.

en=1
A=[a;1] = AT portanto det A =det A"

en>?2

o Hipdtese de Inducdo: O determinante de qualquer matriz de
M(n-1)x(n—1)(K), é igual ao determinante da sua transposta.

o Seja A€ Mp,x,(K)e B=A". Desenvolvemos o det A segundo a linha
1
det A = aj1811 + -+ + a1n81n-



e n>2

e Por definicdo,
suc= (1) det A(1lk),  k=1,...,n
Como A(1]k) € M(n_1)x(n—1)(K), pela hipétese de indugdo

a1 = (1) det(A(1]K))T.

Como
(A(1[K))" = B(k[1),
obtemos
1 = (=1)""det B(k|1) = byy.
Assim

det A = 311611 + -+ 31an1
= b11[311 + -+ bn16n1
=detB =detA"



Teorema
Seja A € Mpxn(C). Tem-se det A = det A.

Teorema

Se A € Mpxn(K) é uma matriz triangular superior (respectivamente,
inferior) entdo o determinante de A € igual ao produto dos elementos da

diagonal principal de A.

e n=1, é trivial pois A= [a11] e det A = ai;.

e n>2 seja A= laj] € Mpxn(K) uma matriz triangular superior.

o Hipétese de Inducdo: O determinante de qualquer matriz triangular
superior de M,_1)x(n—1)(K) é igual ao produto dos elementos da sua

diagonal principal.

ail a2 - ain

0 a -e- 2
o Tem-se A= > o

0 0 ann

, com n > 2.



@ Aplicando o Teorema de Laplace a linha n de A, concluimos que

det A = a,,(—1)"""det A(n|n)

ailr an o ain-1

0 axn - an—1
= dnn

0 0 U an—1,n—1

Dado que A(n|n) € M(,_1)x(n—1)(K) e é triangular superior pela
hipétese de inducao

det A(n|n) = a11a22---ap-1,n-1-
Logo

det A= app(a1an - an—1,n-1)

= 311822 ap—1,n—1nn,

como pretendiamos demonstrar.



@ Se A é triangular inferior entdo A’ é triangular superior e
det A =det A", concluimos que o determinante de A é igual ao
produto dos elementos da diagonal principal de AT que s3o iguais aos
elementos da diagonal principal de A.

Sejam A, B € Mpxn(K). Pode ter-se
det(A + B) # det A + det B.

Exemplo
Sejam
_[1 0 _[o 4
A_[O 0] e B_[o 5].
Entao
detA=0, detB=0 e det(A—l—B):det[(l) g]:a




Proposicao
Parai=1,...,n, tem-se:
an ain ail - ain ajl o ain
det | by +cn bin+cin | = det | by by | +det| 1 - cn
e am e am an e am

Da esquerda para a direita, sejam, respectivamente, A, B e C as matrizes
referidas no enunciado. Aplicamos o Teorema de Laplace a linha / de A

det A= (bj1 + ci1)din + - - + (bin + Cin)ain
= (bi1din + - -+ + bindin) + (ci1din + - - - + Cindin) -

Para | = 1, Lo, n, A(Il/) = B(Il/) = C(I|/) peIo que §,’/ = B,’/ = 6,'/
Logo bi1di1 + -+ + bjpdin = birbjy + - - - + bjpbj, = det B e

ci1di1 + -+ Cipdin = ¢16i1 + -+ - + Cip€in = det C.



3.3 Transformacdes elementares e determinantes

Teorema
Seja A € Mpxn(K). Tem-se
Q Se i#j e AW B entido  det B = —det A.

Q@ S5 a#0 e A—75—B entio det B = adet A.

Q Se i#j e ATN)B entdo det B = det A.
1 J

Dem. de 1.: Se uma matriz tem duas linhas iguais entdo o seu

determinante é nulo. Sendo Lq,...,L,, n-uplos, tem-se
Ly
L + LJ'
det =0
Li+ L
Lp



Ly
L + LJ'
det S
L + Lj
Ly
Ly

= det

Ln

< 0=0+det

+ det

Ly Ly
Ly
+ det
L + Lj L + LJ'
L Ly
L L
L; L;
| +det| - | +det
L; L;
Ln Ln
Ly
Lj
+det| -~ | +0 < det
L;
Ln

Ly

L ,

" | (prop. anterior) <
L

Ly

Ly Ly

L; L;

L; L;

Ly Ly



Dem. de 2.: (Se a# 0 e A—_—— B entdo det B = adet A.)
Seja A = [ajj] € Mpxn(K) e

arl o ain
B == a1 B aajp
anl s ann

Aplicamos o Teorema de Laplace a linha i de B
det B = (oza,-l)B;l + -+ (oza,-,,)lA),-,,
=« (a,-lisu + -+ ainBin) .
Para I =1,...,n, tem-se A(i|/) = B(i|l) e, portanto, by = 3. Logo

det B =« (a,~1§,-1 + -+ a,-,,é,-n) = adet A.



3 Dctcrminentss Transformagbes clementares ¢ determinantes
Dem. de 3.: (Se i #j e A———— B entdo det B = det A.)

li+B1;
L1 Ll
_ L; Li + BL;
Sejlam feK, A=| ... | eB= ,com Ly,... L, n-uplos.
L; L
Ly Ln
Tem-se
Ly Ly Ly
Li + BL; L; BL;
det B = det =det| --- | +det
LJ Lj LJ
L Ly Ly
L1 Ll
L; L
=det| .- | +8det| -~ | =det A+ 5x0 =detA.
L L
L Ln




Proposicao
Seja A € Muxn(K) e a € K. Tem-se

det(aA) = o det A.

Proposicao

Seja Ae Mpsn(K) e A——= (inhas) ——— B, entdo

det A =0 se, e sé se, det B = 0.

Atenda a que det B = (—=1)"ay - - s det A com r,s € Ng.

Exemplo

3 1
5 | =2%x3x5] 1
5

o wnN
= oW




—
Se Ae Mpun(K)e A— > Ginhas)
(eventualmente com elementos nulos na diagonal principal).

Processo para calcular o determinante de uma matriz A € My ,(K)

@ Efectuam-se transformagbes elementares sobre linhas de forma a
transformar A numa matriz B em forma de escada.

@ Considerando as correspondentes alteraces no determinante
resultantes de cada uma dessas transformacdes elementares obtém-se
a relacdo entre det A e det B.

@ Como det B é igual ao produto dos elementos da sua diagonal
principal e é conhecida a relacdo entre det A e det B, obtém-se det A.

B (f.e.) entdo B ¢ triangular superior

Exemplo
0 5 10 12 3 1 2 3 12 3
1 2 3/, = —|0o5 10| = —|05 10|=-5012
2 6 8 |hek 2 6 g [s+t(=2h 0 2 2 0 2 2
12 3
= =50 1 2|=(-5)x(1x1x(-2))=10.
B+ (=2) 00 -2
v




Teorema
Seja A € Mpxn(K). Tem-se

A € invertivel se, e s6 se, det A £ 0.

A W B fe..

Sabemos que A € invertivel se, e s6 se, r(A) = n(=r(B)). Tal equivale a
afirmar que todos os elementos da diagonal principal de B s3o n3o nulos,
ou equivalentemente, que

det B # 0.

Como, pela Proposicdo anterior,
det B # 0 se, e s6 se, det A # 0,
obtemos o que pretendiamos.



3.4 Determinante do produto de matrizes

Proposicao
Seja A, € Mpxn(K) e seja B, € Mpxn(K) uma matriz elementar. Tem-se
det(EA) = det E det A.

Proposicao
Q Sejam A, B € Mpxn(K). Tem-se det(AB) = det Adet B.
@ Mais geralmente, set > 2 e A1,..., At € Muxn(K) entdo
det (A1 ---A;) =det Ay - - det A;.




Proposicao
Seja A € Mpxn(K) uma matriz invertivel, ou equivalentemente, uma
matriz tal que det A # 0. Tem-se

1
detA 1=~
€ det A

De AA~L = |, resulta
det(AA™) =detl, < det Adet A"l =1
Logo, detA#0 e

1
det A"l = .
¢ det A




3.5 Calculo da inversa a partir da adjunta

Definicdo

Seja A € Mpyn(K), com n > 2.Chamamos matriz dos complementos
algébricos de A, e representamos por Z a matriz que se obtém de A
substituindo cada elemento pelo complemento algébrico da respectiva
posicdo.

Chamamos adjunta de A, e representamos por adj A, a transposta da
matriz dos complementos algébricos de A, isto €, adjA € Mpxn(K) e

adjA=AT.
Exemplo

1 0 3 - 0 0 -8

A=1]0 2 o0 A= 0 -7 0

4 0 5 -6 0 2
10 o -871" 10 0 -6
adjA = 0 -7 0 = 0 -7 0
-6 0 2 -8 0 2




Proposicao
Seja A € Mpxn(K), comn>2. Sei#j, comi,je{l,...,n}, entdo
aj1dj + apdp + -+ ajpdjp = 0.

Proposicao
Seja A € Mpxn(K). Tem-se
detA 0 --- 0
@ AadjA=| O AT (det A)ly.
: T
0 o0 detA

@ Se A é invertivel entio A~ = 1adjA.




Dem de 1.: A = [a;j]
. air v+ A ain -+ & T
am e apm
a - A 1 - dm
anlt - ann an - ann .
Pela definicdo de produto de matrizes, o elemento (7, /) da matriz Aadj A é
aj181 + aipdip + -+ + aindin
que pelo Teorema de Laplace aplicado a linha /7, vai ser igual a det A. Para
i # j, o elemento (i, /) da matriz Aadj A é
2181 + 2i2dj2 + - + Aindjn.
Que pelo Teorema de Laplace, é igual ao determinante da matriz que se

obtém de A substituindo a linha j por uma linha igual a linha /. Tal matriz
tem duas linhas iguais (a i/ e a j), entdo o seu determinante é zero. Assim

aj18j1 + aipdjo + -+ + ajpdjn = 0, parai # j

Entdo Aadj A = (det A)/,.



Dem de 2.: Se A é invertivel, da igualdade Aadj A = (det A)/, resulta,
multiplicando ambos os membros, 3 esquerda, por A™1,

adj A = (det A)A™ L,
ou equivalentemente, como det A # 0,

“1_ 1
det A

adj A.



3.6 Regra de Cramer

Relembremos a definicdo de sistema de Cramer que apresentdmos no
capitulo 2:

Definicdo

Sistema de Cramer é um sistema de equacdes lineares em que a matriz
simples do sistema é quadrada e invertivel.

Seja AX = B um sistema de equagdes lineares, com A € M,y n(K)
invertivel. Do Capitulo 2, sabemos que um sistema deste tipo é possivel
determinado. Sabemos também determinar a sua solucdo utilizando a
inversa da matriz simples do sistema.

O resultado seguinte diz-nos como podemos, utilizando determinantes,
calcular a solucdo dnica de tal sistema.



Teorema (Regra de Cramer)

Seja AX = B um sistema de equagdes lineares, com A € My n(K)
invertivel. Seja A(jy a matriz que se obtém de A substituindo a coluna j
pela coluna de B. A solugdo (tinica) do sistema anterior é o elemento de

Kﬂ
detA(l) detA(g) detA(,,)
det A’ detA 7777 detA )
by
Seja B=| : |. A solugdo (lnica) do sistema AX = B ¢
by

[e%} a1

(a1,...,a,) € K" tal que A =B& =A"1B.

Qn

1 1
AlB = iA|B= —— iA) B
(detAadJ ) det A (i) 8)

e o elemento da linha j da matriz (adj A)B € M,x1(K) é
§1jb1 +---+ é\njbn = b1§1j +---+ bné\nj.

Qi




Aplicando o Teorema de Laplace a coluna j da matriz A(;y concluimos que

det A(jy = b181j + - + bpdy;.

Exemplo x| +x0—x3=0
2x1+x =1 ,sobre R
X1 — X3 = 1

tem matriz simples A € M3zy3(R), invertivel, pois

11 -1 1 1 -1 1 1 -1
|Al=]2 1 o| = |0 -1 2| = -1 2 |=2%#0.
1 0 —1 |kt g 1 o |B+(VRl o o 2
s+ (—=1)h

Pelo teorema anterior, a solucdo, tinica, de tal sistema é (a1, a2, a3) € R3
com

-1 -1

0 0
-1 -1
Mmoo Ty 6 T

1
2
1

0
1

0
1
1 1

O =

1
2
1

k=)

N or R~




Exemplo
2 -2
= — = 1 = — =
aq 2 5 Qa 2

(1,—1,0) € a solugio tnica do sistema.

I
NI o
I
o

-1 e a3

A Regra de Cramer pode utilizar-se para resolver sistemas AX = B em que
A € Mpxn(K) é invertivel (sistemas de Cramer). Mesmo nestes casos,
salvo para valores pequenos de n, ndo tem interesse computacional, sendo
preferivel utilizar o método referido no Capitulo 2.



