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_ Reslugio de ewrciios sobre Prodto Interne, BxtemoeMit0
8.15 Considere as rectas r : (x,y,z) = (1,2,0) + A\(1,1,0),A € R e

s:(x,y,z) =(0,0,2) + 1(0,2,0), u € R. Determine:
(a) A posigdo relativa das duas rectas.



8.15 Considere as rectas r : (x,y,z) = (1,2,0) + A\(1,1,0),A e R e
s:(x,y,z) =(0,0,2) + 1(0,2,0), u € R. Determine:
(a) A posigdo relativa das duas rectas.

R: Os vectores u = (1,1,0) e v = (0, 2,0) sdo vectores diretores das rectas
r e s, respectivamente.



8.15 Considere as rectas r : (x,y,z) = (1,2,0) + A\(1,1,0),A € R e
s:(x,y,z) =(0,0,2) + 1(0,2,0), u € R. Determine:
(a) A posigdo relativa das duas rectas.

R: Os vectores u = (1,1,0) e v = (0, 2,0) sdo vectores diretores das rectas
r e s, respectivamente.

(a) Como u e v ndo sdo colineares, ent3o as rectas ndo sdo paralelas. Das
equagdes das rectas r e s implica que um ponto (x, y, z) na intersec¢do
das rectas satisfaz

x= 1+X =0,
y= 24X =24
z= 0 =2,

para certos A\, i € R, donde r e s ndo se intersectam. Logo r e s sao
rectas enviesadas.



(b) Uma recta ortogonal a r e a s e que as intersecte.
(c) A disténcia entre r e s.



(b) Uma recta ortogonal a r e a s e que as intersecte.
(c) A disténcia entre r e s.

(b) E facil verificar que o vetor (0,0,1) é ortogonal a u e a v. Se
t:(x,y,z)=(a,b,c)+6(0,0,1),6 € R é uma recta nas condi¢gdes do
enunciado, entdo como a interseccao de t com r é n3o vazia temos
x=14A=a,y=24+A=bez=0=c+ ¢ (para certos A\, 0 € R)
donde a+ 1 = b. Como a interseccido de t com s é N3o vazia temos
x=0=a y=2u=bez=2=c+ ¢ (para certos u,0 € R), donde
a=0. Por exemplo, t: (x,y,z) =(0,1,0) + d(0,0,1),0 € R satisfaz as
condi¢cdes pedidas.



(b) Uma recta ortogonal a r e a s e que as intersecte.
(c) A disténcia entre r e s.

(b) E facil verificar que o vetor (0,0,1) é ortogonal a u e a v. Se
t:(x,y,z)=(a, b,c)+6(0,0,1),0 € R é uma recta nas condi¢des do
enunciado, entdo como a interseccao de t com r é n3o vazia temos
x=14A=a,y=24+A=bez=0=c+ ¢ (para certos A\, 0 € R)
donde a+ 1 = b. Como a interseccido de t com s é N3o vazia temos
x=0=a y=2u=bez=2=c+ ¢ (para certos u,0 € R), donde
a=0. Por exemplo, t: (x,y,z) =(0,1,0) + d(0,0,1),0 € R satisfaz as
condi¢cdes pedidas.

(c) Consideremos o plano P que contém r e é paralelo a s e por isso
contém o ponto (1,2,0) e é perpendicular ao vector (0,0,1). O plano P
tem equacgdo geral z = 0. Consideremos o ponto A(0,0,2) € s.

Temos d(r,s) = d(A,P) = 2.



 Resolugio de exercicios sobre Produto Interno, Externo e Misto
8.16 Considere as rectas r e s definidas Por

r:(x,y,z)=1(1,2,3) + \(4,0,-3),A e R
e

s_x—2_y—2_z—|—4
3 3 4

(a) Verifique que as rectas n3o se intersectam e que n3o sdo paralelas.




 Resolugio de exercicios sobre Produto Interno, Externo e Misto
8.16 Considere as rectas r e s definidas Por

r:(x,y,z)=1(1,2,3) + \(4,0,-3),A e R
e

s_x—2_y—2_z—|—4
3 3 4

(a) Verifique que as rectas n3o se intersectam e que n3o sdo paralelas.

R: Os vectores u = (4,0, —3) e v = (3,3,4) sdo vectores diretores das
rectas r e s, respectivamente.



8.16 Considere as rectas r e s definidas Por

ri(x,y,z) =(1,2,3)+ A\(4,0,—-3),A € R

s_x—2_y—2_z—|—4
3 3 4

(a) Verifique que as rectas n3o se intersectam e que n3o sdo paralelas.

R: Os vectores u = (4,0, —3) e v = (3,3,4) sdo vectores diretores das
rectas r e s, respectivamente.

(a) Como u e v n3o sdo colineares, entdo as rectas ndo sdo paralelas. A
recta s é definida pela equacdo vetorial

(x,y,2) =(2,2,—4) + pn(3,3,4),n € R.

Das equagdes das rectas r e s resulta que um ponto (x,y,z) na
intersec¢do das rectas satisfaz x =1+4\=2+4+3u, y=2=2+4+3ue
z=3-3\=—4+ 4y, dondeuzOeA:%:%, pelo que r e s ndo se
intersectam. Logo r e s s3o rectas enviesadas.



(b) Escreva uma equacdo do plano que contém r e é paralelo a s.
(c) Determine a distancia entre r e s.



(b) Escreva uma equagdo do plano que contém r e é paralelo a s.
(c) Determine a distancia entre r e s.

(b) Seja P o plano que contém r e é paralelo a s e por isso contém o
ponto A(1,2,3) e tem vectores directores u e v.
x—1 y—2 z-3
Assim, 4 0 -3 |=0&9x—25y+12z+5=0¢éuma
3 3 4
equacao geral do plano P.
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(b) Escreva uma equagdo do plano que contém r e é paralelo a s.
(c) Determine a distancia entre r e s.

(b) Seja P o plano que contém r e é paralelo a s e por isso contém o
ponto A(1,2,3) e tem vectores directores u e v.
x—1 y—2 z-3
Assim, 4 0 -3 |=0&9x—25y+12z+5=0¢éuma
3 3 4
equacao geral do plano P.

(c) Consideremos o ponto P(2,2, —4) € s.

APlw| _ |(1,0,-7)](9,~25,12
Temos d(r,s) = d(P,P) = | o | _ (\/92 7)|(25 2J-:>122)I \}i pois
AP = (1,0,-7).




x=1 _
8.17 Sejam, r a recta definida por: { 2 1

z=3
x=14+2\+p
e 7 o plano definido por ¢ y = A , ApueR.
z=3+p

Determine:

(a) Uma equagdo vectorial da recta r.
(b) Uma equacdo geral do plano .



x=1 _
8.17 Sejam, r a recta definida por: { 22_ 3 !
x=14+2\4+p
e 7 o plano definido por ¢ y = A , ApueR.
z=3+p

Determine:

(a) Uma equagdo vectorial da recta r.
(b) Uma equacdo geral do plano .

R: (a) Temos r : x = z = 3. Logo, o vector u = (0,1,0) é vector director

da recta r. Assim, (x,y,z) =(3,0,3) + A(0,1,0), A € R é uma equagio
vectorial da recta r.
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x=1 _
8.17 Sejam, r a recta definida por: { 22_ 3 !
x=14+2\4+p
e 7 o plano definido por ¢ y = A , ApueR.
z=3+p

Determine:

(a) Uma equagdo vectorial da recta r.
(b) Uma equacdo geral do plano .

R: (a) Temos r : x = z = 3. Logo, o vector u = (0,1,0) é vector director

da recta r. Assim, (x,y,z) =(3,0,3) + A(0,1,0), A € R é uma equagio

vectorial da recta r.

(b) Os vectores v = (2,1,0) e w = (1,0, 1) s3o vectores directores do
x—1y z-3

plano 7. Assim, 2 1 0 =0&x—2y—z+3=0¢éuma

1 0 1
equacdo geral do plano.



(c) A distanciade r a 7.
(d) Um plano que contenha a recta r e seja ortogonal a .



(c) A distanciade r a 7.
(d) Um plano que contenha a recta r e seja ortogonal a .

(c) O vector k = (1,—2,—1) é perpendicular ao plano m. Como k|u # 0,
sendo u o vector directo da recta r, concluimos que a recta r e o plano w
intersectam-se. Logo, a distdnciade r a m é 0.




(c) A distanciade r a 7.
(d) Um plano que contenha a recta r e seja ortogonal a .

(c) O vector k = (1,—2,—1) é perpendicular ao plano m. Como k|u # 0,
sendo u o vector directo da recta r, concluimos que a recta r e o plano w
intersectam-se. Logo, a distdnciade r a m é 0.

(d) Seja P o plano que contém r e é ortogonal a 7 e, por isso, contém o
ponto A(3,0,3) e tem vectores directores u e k.
O plano P tem equacgdo vectorial

(x,y.2) = (3,0,3) + A(0,1,0) + (1, ~2,-1), AueR.



8.18 Considere os planos: w1 : —2x +4y — 2z 4+ 3 =0;

M ix+2z—1=0;em3:2x+4y +6z+ 2 =0. Determine:
(a) Uma equagdo vectorial do plano 7.
(b) O angulo formado pelos planos 71 e 7.



8.18 Considere os planos: w1 : —2x +4y — 2z 4+ 3 =0;

T Xx+2z—1=0;em3:2x+ 4y +6z+ 2 =0. Determine:

(a) Uma equagdo vectorial do plano 7.

(b) O angulo formado pelos planos 71 e 7.
R: (a) O vector u = (—2,4, —2) é perpendicular ao plano ;. Por
exemplo, os vectores v = (1,0,—1) e w = (0,1, 2) s3o ortogonais a u
(pois, ulv =0 e ulw = 0) e a sequéncia (v, w) é linearmente
independente. Logo, v e w s3o vectores directores do plano 1. O ponto
(0,0,2) € 71. Assim, o plano 7 tem

(x,y,z) = (0,0, g) + A(1,0,-1) + 1(0,1,2), ApeR

como uma sua equacgao vectorial.



8.18 Considere os planos: w1 : —2x +4y — 2z 4+ 3 =0;

T Xx+2z—1=0;em3:2x+ 4y +6z+ 2 =0. Determine:

(a) Uma equagdo vectorial do plano 7.

(b) O angulo formado pelos planos 71 e 7.
R: (a) O vector u = (—2,4, —2) é perpendicular ao plano ;. Por
exemplo, os vectores v = (1,0,—1) e w = (0,1, 2) s3o ortogonais a u
(pois, ulv =0 e ulw = 0) e a sequéncia (v, w) é linearmente
independente. Logo, v e w s3o vectores directores do plano 1. O ponto
(0,0,2) € 71. Assim, o plano 7 tem

(x,y,z) = (0,0, g) + A(1,0,-1) + 1(0,1,2), ApeR

como uma sua equacao vectorial.
(b) O vector k = (1,0,2) é perpendicular ao plano m3. O angulo 6
formado pelos planos m; e m é dado por:

k —-2,4,-2)1(1,0,2 3
u| K (2.4 D102 (3

= arccos
[[ull[[K] V24\/5 V30

6 = arccos



(c) Uma equagio vectorial da recta r que € a intersec¢do dos planos 7 e
.
(d) A distancia da recta r ao plano 7s.



(c) Uma equagio vectorial da recta r que € a intersec¢do dos planos 7 e
.

(d) A distancia da recta r ao plano 7s.

(c) E facil ver que o ponto A(1, —1,0) € r. Os vectores u e k s3o vectores
ortogonais ao vector director da recta r. Ora

- |42 2 2| |24
uxk = 1 2 |® 1 0

o 2 |7
= 8ei + 2ep — 4es.

Uma equac¢ido vectorial da recta r é

€3

1
(x,y,2) = (1, _Z’O) +A(8,2,—-4), XeR.
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(c) Uma equagio vectorial da recta r que € a intersec¢do dos planos 7 e
.
(d) A distancia da recta r ao plano 7s.
(c) E facil ver que o ponto A(1,—%,0) € r. Os vectores u e k s3o vectores
ortogonais ao vector director da recta r. Ora

¥ 4 2| -2 2| |-24
Y 0o 2 |% 1 2 |® 1 0%
= 8ei + 2ep — 4es.

Uma equac¢ido vectorial da recta r é
1
(x,y,2) = (1, _Z’O) +A(8,2,—-4), XeR.

(d) O vector j = (2,4,6) é perpendicular ao plano 73. Por outro lado, o
vector (8,2, —4) é vector director da recta r. Como (2,4,6)|(8,2,—4) =0
concluimos que a recta é paralela ao plano 3.
Tomemos um ponto P(1,1,—1) € 73 e A(1, —%,0) e€r. Ora
d(r.ms) = d(A,ms) = 400 = 3
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