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1 - Matrizes

1.1 - Considere as matrizes

1 -1 0 1 3.0 0
A:{ 2 1 1 0},32[0 2 0],0
-1 1 3 1 0 0 1
0
— _ _|o
D=[-3 14 1], E=[2], F=|/
0
1 4 0 0 0
G=|2 5|, H=|1 0 o e I=
3 6 2 4 0
Indique quais sdao matrizes:
(a) Quadradas.
(b) Triangulares inferiores.
(c¢) Diagonais.
(d) Escalares.
1.3 - Considere as matrizes de Mayx3(R)
_[3 1 o [ 1 0 4 _
A*[l 1 71}’ B*[fl 2 71} e U=
Determine:
(a) A+ B+ C.
(b) 2A+2C+QB
(c) A

(d) 24 — 3(B +0).

1.4 - Dadas as matrizes de M3x3(R)

determine uma matriz X € Msx3(R), tal que
X +A=2(X - B).
0
1.5-Sejam A=[1 2 -1]€Mix3(R)eB= [ 1 } € M3 (R).
3

Determine, se possivel, AB e BA.

1.7 - Considere as matrizes

A=[1 2], B:[g

Determine, se possivel, cada um dos seguintes produtos:

(el e e ]

1
:71,
2
0 0
0 0
0 0 |’
0 0
1 0
0 1|

—



(a) AB
(b) BA
(c) CD.
(d) DC

1.8 - Considere as matrizes

Verifique que:
(a) AB # BA.
(b) AB=0com A#0e B #0.
(c) BA=CAe A#0mas B # C.
1.9 - Sejam D, D" € My «,(K) matrizes diagonais. Mostre que DD’ ¢ uma matriz diagonal com
(DD,)“‘ = d”dgz, 1= 1, ...,Nn, e que DD/ = D/D.

1.10 - Sejam A € Mpxn(K) e B € My»p(K). Justifique que:

(a) Se A tem a linha ¢ nula entdo a matriz AB tem a linha ¢ nula.
(b

)

) Se B tem a coluna k nula entdo a matriz AB tem a coluna k nula.

(c) Se A tem as linhas i e j iguais, comee ¢ # j, entdo a matriz AB tem as linhas i e j iguais.
)

(d) Se B tem as colunas k e [ iguais, com k # [, entdo a matriz AB tem as colunas k e [ iguais.
1.14 - Sem calcular (A + B)?, (A — B)? e A? — B2, verifique que para as matrizes A = [ 8 1 ], B =

{ _(1) 0 } € Maya(R) se tem:

(a) (A+ B)? # A% 4+ 2AB + B2
(b) (A— B)?# A% - 2AB + B2
(c) A2~ B?2+#(A—- B)(A+ B).

1.15 - Seja D € My,x,(K) uma matriz diagonal. Determine D¥, com k € N.
1.19 - Seja A € M xn(K). Atendendo ao Exercicio 1.10, justifique que:

(a) Se A tem uma coluna nula entdo A nao é invertivel.

(b) Se A tem as colunas ¢ e j iguais, com i # j, entdao A nao é invertivel.

112
1.26 - Seja A € M3x3(R) invertivel com A~! = [ 0 1 3 ]
4 2 1

12
(a) Determine uma matriz B tal que AB = { 0 1 ] € Msx2(R) e justifique que tal matriz é
4 1

Unica.
(b) Determine uma matriz C tal que AC' = A + 213 e justifique que tal matriz é unica.

1.34 - Indique quais das matrizes



(a) sao simétricas.

(b) s@o hemi-simétricas.

1.40 - Considere as matrizes

—2—-3 0

Indique quais sdao matrizes:

(a) Hermiticas.

(b) Hemi-hermiticas.

1.42 - Indique se cada uma das seguintes matrizes é uma matriz elementar e, em caso afirmativo, se é
do tipo I, II ou III.

10 0
(@) o 1 -1
L0 0 1
[2 0 0]
(b) o 1 o
L0 0 1|
[0 1 0]
(¢) o o 1
|1 0 0 |
[1 0 0]
(d o 1 0
L0 0 0|

1.43 - Seja A € M3x5(K). Determine as matrizes elementares que, multiplicadas & esquerda de A,
efectuam em A cada uma das seguintes transformagoes:

(a) Troca das linhas 1 e 3.

(b) Multiplicagao da linha 1 por 6.
(¢) Adicdo, a linha 3, da linha 2 multiplicada por %

1.44 - Sem efectuar multiplicacGes de matrizes, indique o resultado de:

0O 1 0 a b ¢ d
(a) |1 0 o e f g h|.
[0 0 1 i j ok 1
5 0 0 0 1 0 a b ¢ d
(b) o 1 o0 1 0 0 e f g h|.
L0 0 1 0 0 1 i 7 ko1
_ 1 0 0 0
a b ¢ d
01 0 0
(©) e.fgh} 00 1 3|
L@ g kI 00 0 1
) 10 0
2 0 a b ¢
<d>_01}[def}[g;—ﬂ

1.46 - Determine a inversa de cada uma das seguintes matrizes elementares:

|

10
(a) [0 5
0 0

— o o



o= O
o O =

0
() {o }
1
1 0 O
(c) { 0 1 0]
-3 0 1

1.48 - Indique se estao em forma de escada cada uma das seguintes matrizes:

(a) In
[0 0 0]
5 1 4
(b) 0 1 3
L0 0 2|
(c)[o 5 0 0]
[0 1 0
(d) o o 1
L0 0 1|

1.51 - Indique se estdo em forma de escada reduzida cada uma das seguintes matrizes em forma de

escada:

(a) [o 0 0 1 5].
[0 1 0 1 1
(b)y o 0o 1 1 1}.
L0 0 0 0 0
[0 1 2 5 0
(c) o o o 1 1]
L0 0 0 0 0
(d) Jo 1 2 5]

[ 1
(e) 0]
| 0

1.52 - Indique a forma de escada reduzida de cada uma das seguintes matrizes:
12 1
(a) 2 1 0 |.
1

[ 2 4 -2 6 0
(b)48475:|

Observacao — Caso tenha resolvido o Exercicio 1.49 ja determinou uma matriz em forma de

escada e equivalente por linhas a cada uma destas matrizes.

1.55 - Determine se sao equivalentes por linhas as matrizes:



1 0 1 0

2}6[171 0}'

1 2 3 1 2

[ 5 5 2]e[i?
1.56 - Mostre que as matrizes

_[2 0 o0 _ 1 2 0

SRS R

sao equivalentes por linhas e indique uma sequéncia de transformacoes elementares sobre linhas
tal que:

(linhas) B

(linhas) A

1.57 - Considere as matrizes

o 1 0 1 1 f } g

A = 2 3 0 , Ay = ,
-2 -1 0 1 -1 3 -1 1
-1 1 0

[y

1 4 2 2 1 1
A3—|: 231] e A4—{o 0 }
1

1 1 -1 2

Determine a caracteristica de A;, com i =1,2,3, 4.

1.58 - Discuta, segundo os valores de « e de (3, a caracteristica das matrizes de elementos reais

1 0 -1 1 1 *} 8 _i
Aa=|1 1 0 1|, By= ,
1 1 o a 1 1 0
@ 0 1 a 1
a 0 -1 g
B 0 0 « B 1 0 3 0
Cop=10 8 2 e Dyp=
; s o 1 , 11 1 1
1 1 0 1

1.59 - Calculando as caracteristicas, justifique que as matrizes
1 2 0 1
i) e [V e
nao sao equivalentes por linhas.

1.62 -

(a) Determine o conjunto dos valores de o € R para os quais a matriz
12 1
1 4 2 € Msx3(R)
2 4 T4a

é invertivel.

(b) Determine o conjunto dos valores de a e o conjunto dos valores de 3, com «a, 3 € R, para
0s quais a matriz

1 2 1
|: 1 a+3 2 :| € M3X3(R)
2 4 Jé]

é invertivel.



1.65 - Seja A = [ Ll } € Moy (R).

(a) Mostre que A ¢é invertivel e determine A~!.

(b) Exprima A~! e A como produto de matrizes elementares.

1.66 - Considere as matrizes

1 -1 1 2
C:[; 1?}@\42“(@) e D=| 2 21 1leMuuR).
—2 0o 2 -2

Indique quais sdo invertiveis e, em caso afirmativo, determine a respectiva inversa.

2 - Sistemas de Equacoes Lineares

2.2 - Sejam
11 2 -1 -1
A= { 2 2 -2 2 } € Msxi(R), B= [ 4 } € M3x1(R)
00 6 -4 -6

e (9) o sistema de equacoes lineares AX = B. Sem resolver o sistema, mostre que:
(a) (=1,1,1,3) é solugao de (9).
(b) (1,0,1,0) nao é solugao de (.9).

2.3 - Justifique que existe um sistema (S) de equagoes lineares, AX = B, com

1 0 -1

2 4 3
A=| 21 3 e Mu(R)

3 4 2

e tal que (1,2,3) é solugao de (5). Indique as equagoes de um sistema nessas condigoes.

2.7 - Discuta cada um dos seguintes sistemas de equagoes lineares, nas incégnitas x1, x2, x3, sobre R,
e resolva-0s nos casos em que sao possiveis.

T1+x9—23=0
201 + a0 =1
$1—$3:1
201+ 19 — 223 =1

201+ 20 =1
(SQ) —x1+ 30+ 23 =2
r1+4r9 + 23 =3

(51)

(S5) 1+ 220 + 23 = —1
3 221 + 4xo + 223 = 3

2.8 - Com a informagao dada no quadro seguidamente apresentado determine, caso seja possivel, se
cada um dos sistemas de equagoes lineares AX = B ¢é possivel (determinado ou indeterminado)
ou impossivel e, para os sistemas indeterminados, indique o respectivo grau de indeterminacao.



’ H Matriz A ‘ r(A) ‘ r([A | B]) ‘
@ || 3x3 3 3
®) | 3x3 2 3
(c) 3x3 1 1
@ | 5x7 3 3
© I 5x7 ) 3
® | 6x2 2 2
(2) 4x4 0 0

2.9 - Indique um sistema de equagdes lineares com 3 incognitas que seja possivel indeterminado, com
grau de indeterminagao

O grau de indeterminacao pode ser 37

2.11 - Indique o conjunto C dos valores reais de k para os quais o sistema de equagcGes lineares

r—y=1
3r—3y==k
nas incognitas x,y, sobre R, é
(a) impossivel.
(b) possivel determinado.
(¢) possivel indeterminado.
-3 2 -1
2.15 - Mostre que a matriz A = 2 0 -2 | € Msx3(R) é invertivel e utilize A~! para resolver o
-1 1 1

sistema de equagoes lineares, nas incognitas z, y, z, sobre R,

—3Jr+2y—z=«
20 —2z=0 , com «,fB,v€R.
—rT+y+z=v

2.24 - Discuta cada um dos seguintes sistemas de equacoes lineares, nas incégnitas x1, x2, r3, sobre R,



e resolva-0s nos casos em que sao possiveis.

—5x1 — 2x9 + 23 = —1

61 + 200 + 25 = 0 Tt
(Sl) —4xy — 229 + 33 = —2 (SQ) ! 2=

21 + 4x3 = —2 2x9 +2x3 =0

—2x3=—1
—621 — 3wy + 213 = —1 LAt
201 —xo+x3 = —1

r1+ 2o+ 223=1 1+ 2x2+x3=0
(53) 2x1 — o+ a3 =1 (54) 1 — 3x9 = —1

3ro 4+ 3x3 =0 dxy — 229 + 2203 = —2

—2r1+x10—23=1

r1+ 220 =1 ;;3 —:_xi +_9:%: -1
(S5) { a1 +a=1 (Se) e
Lo+ x3 =2
—x1+x2=-1
xr1 — T3 = -1

T1+x0—23=0
(57) 201 +x0 =1
—271—1'3:—1

2.35 - Para cada a € R e cada 8 € R, considere o sistema de equagoes lineares, nas incognitas x, v, z,
sobre R,
r+y—z=1
—r—ay+z=-1 .
—rz—y+(a+1l)z=5-2

(a) Discuta o sistema, em funcdo de a e f3.

(b) Para a =0 e 8 =1 indique o conjunto das solu¢oes do sistema.

2.37 - Para cada a € R e cada 8 € R, considere o sistema de equagoes lineares, nas incégnitas z, vy, z,
sobre R,
r+ay+pPz=1
(Soc,ﬂ) a(f -1y =«
T+ay+z=p3?

(a) Discuta o sistema, em funcao de a e f.

(b) i. Justifique que Sz tem uma e uma sé solucdo.
ii. Justifique que a matriz simples de Sy é invertivel.

iii. Determine a solucao de S 2, utilizando a inversa da matriz simples do sistema.

3 - Determinantes

3.1 - Calcule o determinante das seguintes matrizes:

1

(a) A= { bl } € Maxa(R).



? } S MQXQ(R).
11 } S M2><2(C).

P
o
SN
Il
[ O

2

[0 a a
32-Seja A= al o0 a ] € M3sx3(R), com a # 0. Calcule o determinante de A pela Regra de

Sarrus.

[ 1 0 3
33-SejaA=| -1 2 4 ] € M3zx3(R). Determine:
3 1 2

(a) @
(b) as2

(C) assg.

3.4 - Calcule, de duas formas diferentes, o determinante de cada uma das seguintes matrizes:

1 10
(a) A=1]2 1 1| € Msxs(R).
|1 1 1
1 0 4
(b) B = 0 0 2 :| S M3><3((C).
- 2 1
1 0 -1 0
©C=|729 2 71| eMpu).
3 3 —6 6

3.6 - Para cada A € R, considere
3-x -3 2
Ay = 0 -2-x 2
0 -3 3-2A
Determine o conjunto dos valores de A para os quais det Ay = 0.

a b ¢
3.10 - Seja A= [ d e f ] € Msx3(R) tal que det A = .
g h 1

Indique, em fungéo de 7, o valor de cada um dos seguintes determinantes:

3a 3b 3c
(b) —-d —e —f
49 4h 44

C

e h
(e) a d g |.
f i

3.15 - Para cada k € R, considere a matriz

1 0o -1 0

_ 2 -1 -1 k
Br=| 2 7} T E e Muu(R).

-1 1 1 2

Determine o conjunto dos valores de k para os quais se tem det By = 2.



3.19 - Para cada t € R, seja

1 t -1
A = |: 2 4 -2 ] S ngg(R).
-3 =7 t+3

Determine o conjunto dos valores de t para os quais A; é invertivel.

3.20 - Sejam A, B,C € Mpxn(R) tais que det A = 2, det B = —5 e det C = 4. Calcule det (ABTC),
det (3B) e det (B2C).

3.21 - Mostre que, para quaisquer A, B € M,,x,(K), se tem:
(a) det (AB) = det (BA).
(b) Se AB é invertivel entdo o mesmo sucede a A e a B.
3.22 - Sejam A= -1 2] € Mix2(R)e B= { ? } € Max1(R).
(a) Mostre que det (AB) # det (BA).
(b) Comente a alinea anterior, atendendo & alinea (a) do Exercicio 3.21.
3.23 - Seja A € M,,x,(K) uma matriz idempotente (isto ¢, A% = A). Mostre que det A € {0,1}.

3.25 - Considere as matrizes

1 -1 11 2 1 -1
A={Y 2 1 11 eMuu®) e B= { L1 } € M3x3(R).
0 0 -2 0 e

(a) Calcule det A e det B.

(b) Determine se A e B sao invertiveis e, em caso afirmativo, indique o determinante da res-
pectiva inversa.

(¢) Indique se sdo determinados os sistemas

i. AX =0.
ii. BX =0.
-4 -3 -3
3.26 - Considere amatriz A=| 1 0 1 | € Mayxs3(R). Verifique que adj A = A.
4 4 3

3.28 - Mostre que cada uma das matrizes seguintes é invertivel e determine a sua inversa a partir da
sua adjunta.

(a) A:{z % z} € M3x3(R).

(C)A:{jw

3.32 - Sejam

(b) Vo= [ cosa msena ], com « € R.

SRS

] € May2(C), com z # 0 ou w # 0.

1 2 3 14
A:|:0 2 1:|€M3><3(R), BZ[ 7}€M3X1(R)
11 1
e considere o sistema (5) de equagoes lineares AX = B.

(a) Calcule det A e justifique que o sistema (S) é um sistema de Cramer.

(b) Utilizando a Regra de Cramer, determine a solugao do sistema (.5).

10



3.33 - Para cada k € R, considere a matriz

1 —k 1
A = [ 0 k k } S M3><3(]R).
k k -k

(a) Usando determinantes, indique para que valores de k a matriz Ay é invertivel.

(b) Para k = —1 justifique que o sistema de equagdes lineares

e[

é um sistema de Cramer e determine a sua solucao.

4 - Espacos Vectoriais

4.3 - Considere R? com uma adicao e uma multiplicacio externa definidas, respectivamente, por

(a1,a2) + (b1,b2) = (a1 + b1, a2 + ba)

alay,a2) = (aay,0),

para quaisquer (a1, as), (b1, b2) € R? e qualquer a € R. Mostre que (R2,+,-) ndo é um espaco
vectorial sobre R.

4.6 - Indique O nos seguintes casos:

(a) E =R
(b) FE = M2><3(R).
(c) E =Rs[z].

4.8 - Seja E um espacgo vectorial sobre K. Sejam «, 8 € K e sejam u,v € E. Justifique que:

(a) Se au=av e a# 0 entdo u = v.
(b) Se au = fu e u # 0 entdo o = 3.

4.13 - Determine quais dos seguintes conjuntos sdo subespacos do espago vectorial indicado.

(a) Fi ={(a,b) €R*: a >0} em R2

(b) F» ={(0,0,0),(0,1,0),(0,—1,0)} em R3.

(c) F5={(a,b,c) eR®: 2a=b A ¢c=0} em R%.
(d) Fy={(a,b,c) €R®: 2a=b} em R>.

4.15 - Mostre que ¢ um subespago de My, (K) o conjunto das matrizes de M, x, (K):

a
b

) Com a diagonal principal nula.
)
c) Diagonais.
)
)

(
(

Triangulares superiores.

Escalares.

(
(d
(e) Simétricas.

11



(f) Hemi-simétricas.
4.16 - Justifique que ndo é um subespaco de M, (K) o conjunto das matrizes de M, x, (K):

(a) Com a diagonal principal nao nula.
(b) Invertiveis.
(¢) Nao invertiveis.
4.20 - Mostre que os seguintes conjuntos sao subespagos do espago vectorial indicado:
(a) F={(a,b,c,d eR*: a—=2b=0 A b+c=0} em R%
(b) G = H o b ] € Maxa(R): a—2b=0 A b+c:0} em Moy (R).

(¢c) H={az*+bx* +cx+dE€R3[z]: a—2b=0 A b+c=0} em Ry[z].

4.22 - Seja G = {[ _‘l‘) “gb } cabe R}. Mostre que G é um subespago de Max2(R) indicando uma

sequéncia geradora de G.

4.23 - Apresentando uma sequéncia geradora, justifique que os seguintes conjuntos sdo subespagcos do
espaco vectorial indicado.

(a) {(a,b,c) eR?®: a—c=0} em R3.
(b) {[ {z Z } S M2><2(R) ca+d= 0} em MQXQ(R).
(¢) {az® +ba? + cx +d € R3fz]: a—2c+d=0} em Rs[z].

4.31 - Seja E um espago vectorial sobre K e sejam ui, us,us € E. Justifique as afirmacdes:

(a) S = (u1,us,us3) é linearmente independente se, e s6 se,
S" = (u1,u1 + ug, u1 + uz + u3)
é linearmente independente.
(b) S = (u1,us2,us) é linearmente independente se, e s6 se,
S// = (U1 — Ug2,U2 — U3, U] + U3)

é linearmente independente.

(¢) A sequéncia
S" = (u1 — ug, ug — ug, uy — u3)

é linearmente dependente.

4.33 - Em R3, considere o subespaco F = <(2, 3, 3)> Indique, para F', duas bases distintas.

b 0
mine uma base de G.

4.35 - Seja G = {{ “ atb } ta,be R} o subespago de Mayo(R) referido no Exercicio 4.22. Deter-

4.41 - Em R3, considere o subespaco
F= <(1,2, 1),(2,-1,-3),(0,1, 1)>.
(a) Verifique que ((1,2,1),(2,—1,-3),(0,1,1)) néo ¢ uma base de F.

12



(b) Determine uma base de F' constituida por vectores da sequéncia indicada na alinea anterior.

4.44 - Em Msy2(R), considere as bases

(a) Determine a sequéncia das coordenadas do vector ] em cada uma das bases B e B'.

(b) Determine a sequéncia das coordenadas de { ¢ 2 } € Maya(R) em cada uma das bases B
e B.
4.48 - Sejam

F:{(a,b,c,d)€R4: a—c=0 A a—b—i—d:O}

G = <(1, 1,0,1),(2,1,2, —1)>.
Determine uma base de F' N G.
4.52 - Em R*, considere os subespacos
F={(a,bc,d)eR*: a—~b=0 A a=b+d},
G={(a,b,c,d)eR*: b—c=0 A d=0}

H = <(1,0,0,3), (2,0,0, 1)>.

Determine uma base de

4.56 - Em Mayx2(R), considere os subespagos
F:{[g 8}: a,bER} e G:{[g 2}: c,dG]R}.

(a) Mostre que May2(R) = F & G.

(b) Considerando A = { é 2 } determine a projeccdo de A sobre F, segundo G, e a projecc¢io

de A sobre G, segundo F.

4.62 - Em R?, considere os subespacos
F= <(170, 1), (1, —172)> e G = <(1,a,3)>.

(a) Determine o conjunto dos valores de « para os quais se tem

dim(F + G) = 3.

13



(b) Conclua que R? = F @ G se, e 56 se, a € R\ {—2}.

4.65 - Em R3, considere a sequéncia de vectores
Sy = ((1707 2),(—1,2,-3), (~1,4, k)) ,

Determine o conjunto dos valores de k para os quais Sy é uma base de R3.
4.69 - Em R*, considere o subespaco F = <(1,0, 1,0), (-1,1,0,1), (1,1,2, 1)>

(a) Indique uma base de F'.
(b) Verifique que (1,2,3,2) € F.

(c) Determine uma base de R* que inclua os vectores da base de F indicada em (a).

4.71 - Em M3x1(R), considere as sequéncias

(M) -+ (HEED)

Determine se S;, i = 1,2, € uma sequéncia linearmente dependente e, em caso afirmativo, indique
um vector da sequéncia que seja combinacao linear dos restantes.

4.74 - Indique a dimensao e uma base do subespaco
(a) F=(22%+20% 22,2 +22° —0— 1,2 + x + 5, 23 + 3, 22° + 222 — z + 2) de Ry]z].
W e=([1 L1 S R ) e Mot
4.155 - Em Ry4[x], considere o subespagco
F= {ao + a1z + asx® + asz® + ayxt € Ry[z] : —2ap+2a1 +a4 =0 A —ap+ a1 + bag = 0} )
(a) Determine uma base de F.

(b) Determine uma base de Ry4[x] que inclua a base de F' indicada em (a).

(¢) Indique, caso exista, um subespaco G de Ry[z] tal que

dm(F+G)=4 e dim(FNG)=1.
4.156 - Em R*, considere os subespacos

F= <(0,1,0, 1), (1,2,1,2), (1,1,1,1), (1,2,3,4)>

Gy = <(1,1,0,1), (1,0,1,1), (£,2, -1, 1)>.

(a) Mostre que existe um, e um s6, valor de t para o qual dim G; = 2.

(b) Para o valor de ¢t determinado em (a), determine uma base de F' + G} e a dimensao de
FNGy.

5 - Aplicacoes Lineares

14



5.2 - Determine se ¢ linear a aplicacdo f : R — R? tal que, para qualquer (z,y, z) € R3, se tem

(a) f(z,y,2) = (y,0)
(b) f(z,y,2) = (z—1,y)
() f(z,y,2) = (2y,0).
(d) f(z,y,2) = (2, |z]).

5.4 - Seja g : Myxn(K) — My xm (K) tal que
g(A) = AT,
para qualquer A € M, x,,(K). Justifique que g é uma aplicagao linear.
5.6 - Seja f: R3 — Moyo(R) uma aplicacdo linear. Justifique que:
(a) £(0,0,0) = [ 00 ]

(b) f(2,4,-2)=2f(1,2,-1).
(¢) f(=3,1,2) = f(—2,0,1)+ f(—1,1,1).

5.7 - Determine se é linear cada uma das aplica¢des seguintes:

(a) f:R3 — R? tal que
f(a,b,c) = (2a,b+ 1),

para qualquer (a, b, c) € R3,
(b) g:Ro[z] — Mayx2(R) tal que

2 _ c b
g(ax —|—b:1:—|—c)—[a+b 2},

para qualquer az? + bz + ¢ € Ra[z].

5.10 - Determine o ntucleo, uma base do niicleo e uma base da imagem de cada uma das aplicagoes
lineares seguintes:

(a) f:R3 — R? tal que
f(aj7y7 Z) = (y7 Z)J

para qualquer (z,v,z) € R3.
(b) g: Max2(R) — R3 tal que

g([¢h]) = Cac+do),

para qualquer { ¢ 2 } € Maya(R).

(c) h:R3 — Ro[z] tal que
h(a,b,c) = (a + b)z? + ¢,

para qualquer (a, b,c) € R3,
(d) t:Rsz] — Maxa(R) tal que
t(ax® + ba® + cx + d) = { ‘0 bid ],

para qualquer az® + bxr? + cx + d € R3[z].
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5.14 -

9.17 -

5.18 -

5.19 -

5.22 -

5.26 -

5.36 -

Indique se cada uma das aplicacoes lineares seguintes é injectiva, determinando o seu ntcleo.

(a) f:R3 — R3 tal que f(a,b,c)=(2a,b+c,b—c),
para qualquer (a,b,c) € R3.
(b) g : Rafz] — Maxa(R) tal que g(ax? +bx +c) = 20a a_?_?;ic )
para qualquer ax? + bx + ¢ € Ry[z].
Determine a nulidade de cada uma das aplicacoes lineares seguintes:
(a) f:R> — R® com dimIm f = 4.
(b) g :Rs[z] — R3[z] com dimImg = 1.
(c) h:RS — R3 com h sobrejectiva.
(d) t: Msu3(R) — M3sx3(R) com t sobrejectiva.

Justifique que nio existe nenhuma aplicacio linear f : R” — R3 cujo ntcleo tenha dimensio
inferior ou igual a 3.

Seja f : R® — R? uma aplicacio linear com nulidade n(f) e caracteristica r(f). Indique todos
os pares possiveis (n(f), r(f)).

Utilizando a Proposi¢ao adequada, determine se é bijectiva cada uma das seguintes aplicac¢oes
lineares.

(a) A aplicacdo da alinea (a) do Exercicio 5.14, f : R3 — R3 tal que
f(a,b,c) = (2a,b+c,b—c),

para qualquer (a,b,c) € R3.
(b) g : Max2(R) — R3] tal que

g([‘z SD = (a+d)z® 4+ 2a2® + (b — )z + (a + ¢),

para qualquer { ‘z Z ] € Maya(R).

Indique se existe alguma aplicacao linear nas condi¢oes referidas e, em caso afirmativo, dé um
exemplo.

(a) f:R*— R* tal que Im f = ((1,0,0,1),(0,1,1,0),(0,1,2,0)) e dimKer f = 2.
(b) g:R* — R? tal que Kerg = ((0,1,1,0),(1,1,1,1)) e (1,1,1) € Img.
(c) h:R? — R* tal que Imh = ((1,2,0,—4),(2,0,-1,-3)).

Considere a aplicacdo linear f : R? — R? tal que
fy,2) = (y,2),

para qualquer (z,y,z) € R? e a aplicacdo linear g : Maya(R) — R3 tal que

g([ * ZD = (2a,c¢+d,0),

[

para qualquer { : Z ] € Mayxa(R).
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(a) Determine M(f; B,B’) sendo
B= ((1,2,3),(0, ~2,1),(0,0, 3)) e B = ((0, —2),(—1,0)).

(b) Determine M(g; B”,b. c.g3) sendo

n_ ([1 1 0 2 0 0 00
A (EHN R R )
5.39 - Sejam B e B’ bases de R e R?, respectivamente, e seja f : R* — R? a aplicacdo linear tal que
-1 2 1 1
M(f;B,B') = { 01 1 0 }
1 0 1 -1
Calculando a caracteristica da matriz anterior, determine se f é sobrejectiva.
5.42 - Seja f:R3 — R? a aplicacdo linear tal que
fla,b,¢) = (a+0b,b+c),
para qualquer (a,b,c) € R3. Em R3, considere as bases
Bi=b.cgs,  By=((0,1,0),(1,0,1),(1,0,0))
e, em R?, considere as bases

B, =b.cg:, By= ((1, 1), (1, 0)) .

a) Calcule f(1,2,3).

b) Determine M (f;Bi,B)) e calcule f(1,2,3
(c) Determine M (f;Bs,B)) e calcule f(1,2,3
(d) Determine M (f;B1,Bj) e calcule f(1,2,3
(e) Determine M (f;Ba, BS) e calcule f(1,2,3

(
( utilizando esta matriz.

utilizando esta matriz.

utilizando esta matriz.

—_ — ~— —

utilizando esta matriz.

5.43 - Em R3, considere as bases

Bl = ((17 _170)7 (_17 17 _1)7 (07 1,0)> 5 BQ = b.C.st

By = ((1,1,1),(0,1,1),(0,0,1))
Determine a matriz de mudanca de base de

(a) By para Bs.
(b) Bg para Bl.
(c) By para Bs.

5.46 - Seja f:R3 — R? a aplicacdo linear tal que
M (f; b.cgs,b.cgs) = [ L }
Considere as bases

= ((0,1,0),(1,0,1),(1,0,0)) e B = ((1,1),(1,0))

de R? e de R?, respectivamente. Utilizando matrizes de mudanca de base, determine:
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(a) M (f; B,b.c.gz).
(b) M (f; b.c.gs, B).
(c) M(f; B,B).

5.110 - Seja E um espago vectorial real e seja B’ = (uq,ug,u3) uma base de E. Considere a aplicacio
linear f: R — E tal que

fla,b,c,d,e) = (=b—c+d)us + (2a+ b+ 3¢ — 3d)uz + (b+ ¢ — d)us,

para quaisquer a,b,c,d,e € R.

—~
&

) Determine M(f;b.c.gs,B’).

Determine uma base de Im f.

=

Em R®, considere os vectores

—_
o
~—

o1 = (2,2,0,2,2), va = (—1,-1,1,0,1) e v3 = (0,0,0,0,1).

Mostre que (v1,v2,v3) ¢ uma base de Ker f.

(d) Determine uma base de R® que inclua os vectores vy, va € v3.
(e) Sendo B a base obtida em (d), determine M(f; B, B’).

6 - Valores e Vectores Proéprios

6.1 - Seja f:R3 — R3 a aplicacdo linear tal que
f(a,b,¢) = (a+b,b,2c),

para qualquer (a,b,c) € R3. Considere os vectores u; = (2,0,0), ug = (0,0,7) e ug = (0,0,0).
Verifique se cada um dos vectores ui, ue, ug é um vector proprio de f e, em caso afirmativo,
indique o valor préprio associado.

6.2- Seja A= § | Maa(R).

(a) Mostre que { _} } e {

N O

} sdo vectores proprios de A e indique os valores proprios corres-

pondentes.
(b) Questao andloga a de (a) para { - } e { 2 }, com a € R\ {0}.
6.3 - Seja a um valor proprio de A € M, (C). Justifique que @ é valor proprio de A.
6.7 - Seja A € Myx,(K) uma matriz idempotente (isto ¢, A2 = A).

(a) Mostre que todo o valor proprio de A pertence ao conjunto {0,1}.

(b) Indique uma matriz que tenha todos os valores préprios no conjunto {0,1} e que ndo seja
idempotente.

6.12 - Determine os valores proprios da matriz

e as respectivas multiplicidades algébricas.
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6.13 - Sejam A = [ 7(1) (1) }, B = { _g _; ] € Mayxa(K). Mostre que:

(a) Se K =R entao A nao tem valores proprios.
(b) Se K = C entao A tem dois valores proprios distintos.

(¢) As matrizes A e B tém o mesmo polinémio caracteristico.

6.14 - Seja A = [ -

o N o

2 0
0 0 ] S ngg(R).
0 3

(a) Determine os valores proprios de A e as respectivas multiplicidades algébricas.

(b) Calcule o determinante de A.

6.19 - Seja A € My« (K) uma matriz invertivel. Mostre que:

1

(a) Se a ¢ valor proprio de A entdo o # 0 e a~ ! é valor proprio de A7,

(b) Se X € Myxi1(K) é vector proprio de A associado ao valor proprio « entdao X é vector

proprio de A~! associado ao valor préprio o L.

6.28 - Seja f:R3 — R? a aplicacdo linear definida por
fla,b,c) = (=b—c,—2a+b— c,4a + 2b + 4¢),
para qualquer (a, b, c) € R3. Determine os valores préprios e os subespacos proprios de f.

6.35 - Considere as matrizes triangulares

a=[21] B=]] 9] e Maa®)

Sem efectuar calculos, justifique que A e B sfo ambas diagonalizaveis e indique uma matriz
diagonal D4 semelhante a A e uma matriz diagonal Dp semelhante a B.

2 5 2
6.36 - Seja A = [ 0 3 0| € Msxs3(R). Calcule os valores proprios de A e, sem determinar os
2 -1 2

subespacos préoprios de A, conclua que A é diagonalizivel.
6.37 - Considere a matriz
3 2 0
A= |: -4 -3 0 :| € ngg(R).

4 2 -1

(a) Calcule os valores proprios de A e indique as respectivas multiplicidades algébricas.
(b) Determine uma base para cada um dos subespacos proprios de A.

(¢c) Mostre que A é  diagonalizavel e  indique uma  matriz  invertivel
P € M34x3(R) e uma matriz diagonal D tais que

P'AP =D.
6.41 - Seja f um endomorfismo de R? e seja B = (e, €2, e3) uma base de R3. Sabendo que
3 2 0
My =] -4 4 o),
4 2 -1

determine:
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(a) Os valores proprios de f.
(b) Uma base B, de R3, constituida por vectores préprios de f.
(c) M (f;B',B') sendo B’ a base indicada em (b).

Observagao: Compare os resultados com os obtidos no Exercicio 6.37.

6.89 - Considere as matrizes

2 2

10 -1 0 1 0
A_[1 2 1},B—{0 0 1]€M3x3(R).
3 3

(a) Determine os valores proprios de cada uma das matrizes e indique as respectivas multipli-
cidades algébricas.

(b) i. Mostre que A ¢é diagonalizavel.
ii. Indique se B é diagonalizavel.

(c) Determine uma matriz invertivel P € M3zy3(R) tal que P~' AP seja uma matriz diagonal e
os elementos da diagonal principal de P~'AP estejam ordenados por ordem crescente.

6.93 - Seja A € M3x3(R) tal que

SHE B HEBEEHEH

(a) Indique os valores proprios de A e as respectivas multiplicidades geométricas.
(b) Indique, se existir, uma matriz diagonal semelhante a A.

(c) Determine uma matriz A nas condi¢goes do enunciado.

6.95 - Em R?, considere o subespaco
F={(z,y,2) e R3: T4+2y+2=0}.

Seja f : R3 — R? a aplicacdo linear tal que (1,—1,0) & vector préprio de f associado ao valor
préprio 2 e
f(a,b,¢c) =(0,0,0),

para qualquer (a,b,c) € F.
(a) Justifique que B = ((1, -1,0),(1,1,-3), (1,0, —1)) é uma base de R? constituida por vec-
tores proprios de f.
(b) Mostre que 0 é valor proprio de f e que mg(0) = ma(0).
(c) Determine M(f;B,b.c.p3).

7 - Produto Interno, Externo e Misto

7.1 - No referencial ortonormado (O; ey, ea, e3) considere os seguintes vectores:
a=2e +aey+e3 e b=4e; —2ey — 2es.

Determine para que valor de « os vectores sao perpendiculares.
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7.2 -

7.3 -

74 -

7.5 -

7.6 -

7.7 -

7.8 -

7.9 -

No referencial ortonormado (O;eq, s, e3) considere os seguintes vectores:
a=2e+e —e3 e = 6e; — 3es + e3.
Determine o angulo formado pelos vectores a e b.

No referencial ortonormado (O;eq, s, e3) considere os seguintes vectores:
a=e1+es+e3 e b=e; —2ey+ 3es.
Determine o seno e o co-seno do angulo formado pelos vectores a e b.

Considere, no referencial ortonormado e directo (O; e, es, e3) 0s seguintes vectores:
u=e —er+e3,v=ex+2e3 e w=e+ es.

Determine

Determine, considerando o referencial ortonormado e directo (O;e1, ez, e3), a area do triangulo
que tem por vértices os pontos A(1,2,3), B(2,—-1,1) e C(-1,2,3).

No referencial ortonormado (O; ey, ez, e3) em que O = (0,0,0), considere os seguintes vectores:
—
OA=¢e1—3e3+2e3 e 0?22614—62—63.

Justifique que os pontos O, A e B definem um plano e determine um vector perpendicular a esse
plano.

No referencial ortonormado (O; ey, e2, e3), considere os vectores

a=e;+e,b=es+e3 e c=e+es.

Calcule o volume do paralelepipedo determinado pelos vectores a, b e c.

No referencial ortonormado directo (O;eq,e2,e3) em que O = (0,0,0), considere os seguintes
vectores:

O?zQel—eg—keg e m:€1+62+63.

Determine:

(a) A expressao do vector P((j utilizando as suas componentes e os seus co-senos directores.

(b) Um vector do plano OXY, com norma 4 , que faz com os eixos OX e OY, respectivamente,
os angulos de 30° e 60°.

(c) A area do triangulo [OPQ)].
Considere o referencial ortonormado e directo (O;eq,es,€3).

(a) Determine \ de modo que sejam perpendiculares os vectores u(2, —1, %) e v(\, —3,\%).
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(b) Considere os vectores a(3,—1,0) e b(1,1,1).
i. Determine a amplitude do dngulo formado pelos vectores a e b.
ii. Determine a expressao geral dos vectores perpendiculares ao vector b.

iii. Determine um vector unitirio perpendicular aos vectores a e b.

(c) Dados os pontos A(6,0,0), B(2,3,0) e C(1,5,k), determine k de modo a que os vectores
zﬁ e ﬁ formem um angulo de 60°.

7.10 - Considere o referencial ortonormado e directo (O;eq, ez, €3) e 0s pontos
A(0,k,-3),B(—1,2,2) e C(2,-3,0).
Determine k£ de modo que:

(a) O volume do paralelepipedo de arestas [OA], [OB] e [OC] seja igual a 10.
(b) Os pontos O, A, B e C sejam complanares.

8 - Recta e Plano

Nota: Nos exercicios que se sequem, consideramos sempre o espaco R e um referencial ortonormado e
directo (O;eq,e2,e3).

8.1 - Determine uma equagao vectorial e um sistema de equacoes cartesianas para cada uma das
seguintes rectas:

Recta que passa pelo ponto A(3,2,—1) e tem vector director u(—2,2,3).

Recta que passa pelos pontos A(3,2,—1) e B(2,1,—1).

Recta que passa pelo ponto C(1,0,2) e tem vector director u = (2e; — 3e2) x (e1 + e2 +e€3).

Recta que passa pelo ponto O e tem vector director e; (esta recta é habitualmente designada
por eixo dos xx).

)
)
(¢) Recta que passa pelo ponto C(1,0,2) e é ortogonal ao plano de equacao geral 2z —y+2z = 0.
)
)

(f) Recta que passa pelo ponto O e tem vector director es (esta recta é habitualmente designada
por eixo dos yy).

(g) Recta que passa pelo ponto O e tem vector director e3 (esta recta ¢ habitualmente designada
por eixo dos zz).

As rectas consideradas em (e), (f) e (g) damos o nome de eizos coordenados.

8.2 - Determine uma equagao vectorial da recta representada em cada uma das alineas seguintes:

8.3 - Para cada um dos seguintes planos determine uma equagao vectorial e uma equacao geral.
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8.4 -

8.5 -

8.6 -

8.7 -

8.8 -

8.9 -

Plano que passa pelo ponto A(1,0,2) e é paralelo aos vectores u(—2,—1,0) e v(3,0,2).
Plano que passa pelos pontos A(2,—1,4), B(0,0,1) e C(0,3,—5).

Plano que passa pelo ponto de coordenadas (3,0,0) e é ortogonal ao vector v(1,2,3).

R N N
/o

Plano que passa pelo ponto O e é paralelo aos vectores e e eo (este plano é habitualmente
designado por plano zOvy).

(e) Plano que passa pelo ponto O e é paralelo aos vectores e e es (este plano é habitualmente
designado por plano zOz).

(f) Plano que passa pelo ponto O e é paralelo aos vectores ey e ez (este plano é habitualmente
designado por plano yOz).

Aos planos das alineas (d), (e) e (f) damos o nome de planos coordenados.

Escreva uma equagao vectorial de cada um dos planos de equagdo geral:

z+3=0;

Escreva uma equagao geral do plano definido pelo ponto A e pelos vectores u e v, com:
(a) A(0,1,2);u(2,0,—1) e v(0,—1,3);
(b) A(2,0,0);u(5,1,—1) e v(—10,1,2).

Determine os pontos de interseccao do plano de equagdao 3z — 2y + 5z — 6 = 0 com os eixos
coordenados.

Considere a recta r definida pelo sistema de equagoes cartesianas :
r—3=z
y=z—1"

(a) Determine uma representagdo da recta s paralela a recta dada e que passa pelo ponto de
coordenadas (1, -2, 3).

(b) Escreva uma equagao geral do plano que contém as rectas r e s.

(c) Determine um sistema de equagdes cartesianas da recta que passa por A(1,—2,3) e é orto-
gonal ao plano de equacao 3z —z =y — 2.

(d) Determine uma equagao vectorial e um sistema de equagoes cartesianas da recta que passa
pelo ponto C'(1,0,2) e é paralela aos planos de equagoes 2z —y=5exz+y+z =4.

Verifique se as rectas, consideradas em cada uma das seguintes alineas, sdo paralelas.

(a) r:(z,y,2) =(2,2,2) + X\(1,10,1), e R
s:(x,y,2)=(1,2,1) + u(0,1,2), u € R.
®) r:(z,y,2)=(1,2,3) + X\(1,0,1), A € R
s:(zy,2) =(1,2,1) + p(0,1,2),n € R.

Sejam r e s rectas representadas, respectivamente, pelos seguintes sistemas de equacoes cartesi-

anas:
r=2z+1 o r=1

Determine um sistema de equagdes cartesianas de uma recta ortogonal a r e a s.
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8.10 - Para cada k € R e para cada m € R, considere os planos de equacoes gerais:
204+ ky+32—5=0 e max—6y—62+2=0.

Determine os valores de k e de m para os quais os planos sdo paralelos.
8.11 -

(a) Determine uma equagao geral do plano que passa pelo ponto (0, —8,—2) e é ortogonal a
recta de equagao vectorial

(x,y,2) =(0,7,1) + A(0,—1,1), A € R.

(b) Determine o angulo do plano da alinea anterior com uma recta paralela a recta de equagao
vectorial

(z,y,2) = (3,1,2) + u(1,1,0), u € R.
8.12 - Determine o dngulo formado pelos planos de equagoes:

(a) z+y=0ey+2=0;
(b) (x,y,2) = A(—3,3,0) + p(1,4,-10), \,p e Re 22 — 2y — z = 0.

8.13 - Em cada uma das alineas seguintes, determine a distancia do ponto A ao plano 7.

(a) A(—2,—4,3)em:2x —y+ 2z =0;
(b) A(3,—-6,7) em:4x —32z—1=0.

8.14 - Determine a distancia do ponto A(1,2,0) & recta de equagao vectorial:
(z,y,2) = (1,1,1) + A(1,0,1),A e R
8.15 - Considere as rectas
r:(z,y,2) =(1,2,0) + A(1,1,0),AeR e s:(z,y,2) =(0,0,2) + u(0,2,0), u € R.
Determine:

(a) A posicao relativa das duas rectas.
(b) Uma recta ortogonal a r e a s e que as intersecte.

(¢) A distancia entre r e s.

8.16 - Considere as rectas r e s definidas Por

r:(z,y,2) =(1,2,3) + A(4,0,-3), A €R e s: = =

(a) Verifique que as rectas nao se intersectam e que nao sao paralelas.

(b) Escreva uma equagao do plano que contém 7 e é paralelo a s.

{ rz—1 1

(¢) Determine a distancia entre r e s.

8.17 - Sejam, r a recta definida por:

i
no
Il

«

e 7 o plano definido por

r=14+2\+p
y=A , ApeR.
z2=3+pu

Determine:

24



a
b

) Uma equagao vectorial da recta 7.
)

(c) A distancia de r a 7.
)

Uma equacao geral do plano 7.

(d) Um plano que contenha a recta r e seja ortogonal a .
8.18 - Considere os planos:
m—2x4+4y—22+3=0; me:x+4+22—1=0; w3:2x+4y+62+2=0.
Determine:
(a
(b
(c

(d) A distancia da recta r ao plano 3.

Uma equacao vectorial do plano 7.
O angulo formado pelos planos 71 e ma.

Uma equacao vectorial da recta r que & a interseccao dos planos 7 e mo.

)
)
)
)

Solucoes

1 - Matrizes

1.1- (a) B, E, F, H, I (b) A, B
(b) BE,F,H, I 140 - (a) A, E
(C) B, E, F, I (b) B
(d) E, F, I ‘ ,
1.42 - (a) Sim, do tipo III
4 1 5
13- (a) [H12] (b) Sim, do tipo II
(b) [543 219] (¢) Nao
(© [32170] (d) Nio
3 2-—15
(d) [i12 5] (e) Sim, do tipo LI ou do tipo 111
3 2 2 001
vx=[3 3] 143- () [§10]
2 2 3
(b) 8?8}
00 O 001
15-AB:[—1],BA:[1271} 0
36 -3
@ |314]
1.7- (a) [25] 5!
(b) Nao esta definido L44 - (a) Z{?Z]
()|:_1221(1]:| _ijkl
C - [ 5e 5f 59 5h
~2 2 2 ) | fd]
(d) [ 3] A
[a b c d+3c
1.15 - Se D = diag (dy, ..., d,) entdo (c) "ffz};:g]g]
DF = diag (dlk, . ,dnk) __l !
; (d) 2; 2b 2(:7%01;}
1.26- (a) [12 4] | 4 e f=Se
' 146 - (a) 598]
B 1 [324 46 - (g L
() €=5+247 = |{] o1
1.34- (a) A, C (b) _%8}
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1.48 -

1.49 -

1.51 -

1.52 -

1.55 -

1.56 -

2 - Sistemas

2.3 -

o

[ —
WO
oo

o~ —
o o

P N N N ~

==

[ I

Z &
g B

Sim

—
o

o
2,
N
S}

—_

&

| —oo
_—

OO

ol w
—_
—_

OO~ OO OO
(=)o)

—

—
=
~—
—
OO+ OO~ OO

oo
[ —

Z
jav2
o

Sim

Por exemplo,

(%ll, lo + (—1)[1, I+ 2ls, 415,

lo + (=1)ly)

Abreviaturas utilizadas:

S.P.D.— Sistema Possivel Determinado

S.I.— Sistema Impossivel

S.P.I.- Sistema Possivel Indeterminado

g.i. — grau de indeterminacao

Basta tomar a m%triz
) -
B=a[}]= [
3
17

resultando o sistema, nas incégnitas x, y, z,

sobre R,
r—z=-2
2v 4+ 4y +32=19
—x+2z=5

3z +4y+22=17

1.57 -

1.58 -

1.59 -

1.62 -

1.65 -

1.66 -

2.7 -

2.8 -
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(b) Por exemplo,
(o + 11, o, 1y + (=2) 1o, lo + 1y, 203

r(A1) =3, r(A2) =3,
I‘(A3) = 2, F(A4) =3

2, sea=2

r(Aa):{ 3, se a # 2

3, se =2

T(Ba):{ 4, se o # 2

[ 2,sea=00up=0
r(Ca’ﬂ)_{ 3,sea#£0ef#0

[ 3, seB=0eacR
r(DO"B)_{ 4, se f#£0eaeR

r(i8)=ter([f2]) =2

(a) a € R\ {5}
(b) a e R\ {-1} e f e R\ {2}

(S1) S.P.D.

Conjunto das solugoes de (S7):
{(1,-1,0)}

(S2) S.P.I. com gi. 1
Conjunto das solucoes de (S2):
(24 30,3~ Zaya) 1o e K}
(S3) S.I.

(a) S.P.D.

(b) S.I.

(¢) S.P.I com g.i. 2
(d) S.P.I com g.i. 4
(e) S.I.



(f) S.P.D.
(g) S.PI com gi. 4
2.9 - (a) Por exemplo, { r—2z=1
y—z=-—4
r—y+2z=0

(b) Por exemplo, { 20 — 2y +42=0

Sim, basta tomar o sistema
0z +0y+0z=0

2.11- (a) C=R\ {3}
(b)y =0
(c) C={3}

2.15 - Conjunto das solucGes:

{(“la+38+ 1.4+, ~ta—16+1):

a, 8,7 € R}
2.24 - (S) S.P.D.

Conjunto das solucdes de (S7):

{(5.-5-3)}

(S2) S.P.I com gi. 1

Conjunto das solugoes de (S2):

{(-14 20, —a,a) : a € R}
(S3) S.I.

3 - Determinantes

3.15 - ke {-2,1}

(S4) S.PI com gi. 1

Conjunto das solugoes de (Sy):
{(-5-5a§-sxa):acR}
(S5) S.P.I. com gi. 1

Conjunto das solucoes de (S5):
{(1,0,a) : « € R}

(Se) S.I.
(S7) SPI com gi. 1
Conjunto das solucoes de (S7):

{1—-a,—142a,a): a € R}

235- (a) Sea#0ea#1lepfeR,S.PD.

Sea=1e R, S.PIL com gi. 1

Sea=0ep#1,S.1

Sea=0ef=1,S.PIl com gi. 1

(b) Conjunto das solucoes:
{(147,0,7): v € R}

237- (a) Sea#0ef#1,S.PD.

Sea=0e=1,S.Pl com gi. 2
Sea=0ef#1,SPl com gi. 1

Sea#0ep=1,8S.1
(b) (iii) (5,1,-3)

3.19- te R\ {0,2}

3.20- |ABTC| = —40
3B| = 3"(=5)
|B2C| = (-5)2 - 4
3.25 - (a) |A| =-32
|B| =0
(b) A7 = —5;

3.28 L1

0T (a) ATl = [0 1 ;]

Vol =% ta] = Vea
-1 __ 1 zZ —w

(c) A= = 2P+l [w z ]

(
3.32 (a
(

(
3.33
(
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4 - Espacos Vectoriais

4.6 - (a) (0,0,0,0)
(b) (888!
(c) 023+ 022 + 0z +0
413 - (a) Nao
(b) Nao
(¢) Sim
(d) Sim
4.22 - (a) Por exemplo, G = ([{ 8], [ % §])
4.23 - (a) Por exemplo, ((1,0,1),(0,1,0))
(b) Por exemplo
([%'2101861.1980)

(c) Por exemplo
(22,20° + 2z, —2® + 1)

4.33 - Por exemplo, ((2 ,3,3)) e (—4,-6,-6))

N

441 - (b) Por exemplo, ((1,2,1),(0,1,1))

4.35 - Por exemplo, (

4.44 - ()(,,,)nabaseB
(4,3,2,1), na base b. c.pa
(b) (a —b,b—c,c—d,d), na base B
(a,b,c,d), na base b. c.pa

4.48 - Por exemplo, ((2,1,2,—1))

4.52 - (a) Por exemplo,

(1,1,0,0),(0,0,1,0))

(b) Por exemplo,
((1, 0,0,0),(0,1,1, 0))

(c¢) Por exemplo,
(1,1,0,0),(0,0,1,0),(1,0,0,0))

5 - Aplicagoes Lineares

5.2- (a) Sim
(b) Nao
(¢) Nao
(d) Nao
5.7- (a) Nao
(b) Nao
5.10 -

4.56 -

4.62 -

(d)

(b)

(a)

(1,1,0,0),(0,0,1,0),(1,0,0,3),
(2,0,0,1))

Projeccdo de A sobre F, segundo G:

[63]

Projeccdo de A sobre G, segundo F'

[68]

R\ {-2}

465- R\ {—4}

4.69 -

4.71 -

4.74 -

4.155 -

4.156 -
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(a)
()

Por exemplo,
(1,0,1,0),(0,1,1,1))

Por exemplo,
(1,0,1,0),(0,1,1,1),(0,0,1,0),
(0,0,0,1))

S1 € linearmente independente
Sy & linearmente dependente

dimF =3

Por exemplo,

(x3 + 2% — x, z?

dimG =3

Por exemplo

(1061 [ 7°])
x

2
1
Por exemplo, (1 +

-1, 2+2)

9 $ 9 )
Por exemplo,
(17 14z, 22, 23, :104)

Por exemplo, G = <1:3, 1:4>
t=1

Por exemplo,
(1,2,1,2),(1,1,1,1),
(1,2,3,4),(1,1,0,1))

Ker f = {(a,0,0) :
Por exemplo,
Base de Ker f: ((1 70))

Base de Im f: ((1,0),(0,1))
Kerg—{[Ob] b,d e R}
Por exemplo,

Base de Ker g: ([8 51, [—01 ?])
Base de Im g: ((2,0,0), (0, 170))
Kerh = {(—b,b,0): bR}

a € R}



Por exemplo, 536 - (a) {:; 2% 70%}
Base de Kerh: (—1,1,0)) 5000
Base de Imh: (27, 1) (b) [(1) a1 é}
(d) Kert = } _ .
{axs tba+ar—b: abe ]R} 5.39 - t(M(f;B,B')) =2 =dimIm f # dimR
Por exemplo, f nio é sobrejectiva.
Base de Kert: (x?’ +z, 22— 1)
Base de Im¢: ([39],[09]) 542- (a) (3,5)
b) [110
514 () Ker f = {(0,0,0)) (8 Lol
Injectiva (c) [i10]
(b) Kerg = {0z% + 0z + 0} (d) [$64]
Injectiva () [(1) (1) (1)}
_ =1 o
517- (a) n(f) 543 (a) [ 41 g}
(b) n(g) =3 L0 10
(c) n(h) =3 (b) §§i0%]
(d) n(t) =0 "1 -1 0
(c) |-2 2 1 ]
5.19 - (2,3),(3,2),(4,1),(5,0) L1 —2-1
522 - (a) Sim 546 - (a) [{1]
(b) Sim (b) [16 4]
5.26 - (a) Nao (©) [669]
(b) Sim, por exemplo, 5110 - 0-1-110
£(0,1,1,0) = (0,0,0), ' (2) [3 - 8}
f(la ]-a 1, 1) = (07 0, 0)7 (b> Por exemplov (ul - Ug,UQ)
£(0,0,1,0) = (1,1,1), (d) Por exemplo,
f(0,0,0,1) = (1,1,0) (2.2,0,2,2),(-1,-1,1,0,1),
(c) Sim, por exemplo, (0,0,0,0,1),(0,1,0,0,0),
f(]-aoao) = (172707 _4)7 (0,0,0,1,0))
f(0a1a0)2(2707_17_3)7 000-1 1
£(0,0,1) = (0,0,0,0) () [0007T 3]

6 - Valores e Vectores Proéprios

. . . 021
6.1 - w; vector préprio associado ao valor préprio 6.7 - (b) Por exemplo, [8 é %]

1

ug vector préoprio associado ao valor préprio 6.12 - Valores proprios de A: 3 e 1
9 ma(3) =2ema(l) =1

uz nao € vector proprio 6.14 - (a) Valores proprios de A: 3

ma(3) =1

6.2- (a) [ 1] vector proprio associado ao valor
6.28 - Valores proprios de f: 1 e 2

proprio 1
[9] vector proprio associado ao valor FE = <(—1,—1,2)>
préprio 2 E2 = <(_17270)7(_1707 2)>
(b) [ ] vector proprio associado ao valor r-20 50
proprio 1 6'35'DA_[02]’DB—[01]
[9] vector proprio associado ao valor 6.37 - (a) Valores proprios de A: —1el
proprio 2 ma(—1) =2ema(l) =1
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(b) Por exemplo,
Base de M_q: [

|
)

Base de M;: ([—1 }

(L) 18])

+ 63)

101
(c) Por exenipl)l(?) 1;’_ [—0 0-1
eD = [ 0 -1 o}
0 01
6.41- (a) Valores proprios de f: —1e 1
(b) Por exemplo,
B = (61 — 262, €3, €1 — €2
(c) M(f; B,B) = [‘ol 018}
¢ P o 01
6.89 -

7 - Produto Interno, Externo e Misto

71-a=3
4
7.2 - arccos (@)
7.3 - sen(a) = 4/53
cos(a) =/ &
7.4 - (a) —3e1 — 2e9 + €3
(b) —2e1 + 2e9 — e3
(c) —e1+ez2—e3
(d) —€1 — €2
_av15 _9y15 V15
@ (-3 275 %)
75 - Y22 = /13
7.6 - e1 + Deo + Teg

77- 2

8 - Recta e Plano

8.1 - (a) Por exemplo,
(z,y,2) =(3,2,—1) + A(—2,2,3), A eR
r=3-—2\
{y—2+2A e
z=—143\

(b) Por exemplo,

(mvyaz):(3a2a_1)+/\(_
r=3-—A
y=2-)1 o2
z=—1

(c) Por exemplo,

1,-1,0), AR

6.

6.

93 -

95 -

7.8 -

7.9 -

7.10 -
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(a) Valores proprios de A: 1,2 e 3
ma(l) = ma(2) =ma(3) =1
Valores proprios de B: 1
ma(l) =3

(b) (ii) Nao

—1-2-1

@311

Valores proprios de A: 0 e 2
g(0) =1emg(2) =2

[e=] Nles) /—\

F@ = —e1 + 2e
\/g(cos(Pﬁ,el)el + cos( ]@ e2)es +
cos(PQ), e3)es) = \/5( \[61 + feg + \[
2v/3e1 + 2e2

7

2

-A=5++10

i, arceos (1/2)

i. {(—y—2y,2

i, (—1 —3

Sl

:(y,2) € R?\ {(0,0)}}

7?7%%’ )Ou
(0 5

k = +/146

26

ﬁ\L ﬁ\% -

(z,y,2) = (1,0,2) + A\(2

{ r=1+4+2X

y=-A
z2=24+A
Por exemplo,
(z,y,2) = (1,0,2) + A(

{ z=1-3\

y=—2\
z =245\
(e) Por exemplo,
(2,y,2) = (0,0,0) + A(1,0,0),

77171)7 AER

<:>x71:

5 —y=z—2

~3,-2,5), AcR

AeR



8.2 -

8.3 -

8.4 -

(f)

T=A
{yz() Sy=0A2=0
z=0

Por exemplo,

(z,y,2) = (0,0,0) + A(0,1,0), AeR

=0
y=A ©x=0Az=0

z=0 8.7 -
Por exemplo,
(z,y,2) =(0,0,0) + A(1,0,0), AeR
z=0
{y:O Sr=0ANy=0
z= A\
8.8 -

Por exemplo,

(z,y,2) =(0,3,1) + A(0,3,1), AeR
Por exemplo,

(z,y,2) = (1,-1,0) + A(0, 1,
Por exemplo,

-1), AeR

(z,y,2) =(0,2,—-4) + A(1,0,0), e R 811 -
Por exemplo,

(z,y,2) = (1,-2,0) + A(3,2,6), \eR S 12.
Por exemplo,

(z,y,2) = (1,0,2) + A(=2, —1,0) +(3,0,2) \, p €

R 8.13 -
2 —4y—324+4=0

Por exemplo, 8.14 -
(z,9,2) = (0,0,1) + A(2,-1,3) + (0, =3,6),\, s € R
r—4y—22+2=0 8.15 -
Por exemplo,

(z,y,2) = (0,0,1) + A(1,1, 1) + u(1,-2,1),\, p € R
r+2y+32—-3=0

Por exemplo, 8.16 -
(z,y,2) = (0,0,0) + X(1,0,0) + p(0,1,0),,\,u € R

z=0

Por exemplo,

(z,y,2) = (0,0,0) + A(1,0,0) + (0,0,1),, A\, p € R 8.17 -
y=20

Por exemplo,

(z,y,2) = (0,0,0) + A(0,1,0) + 1(0,0,1), A,z € R

z=0

Por exemplo,

(z,y,2) = (0,0,0) + X(0,5,0) + u(5,0, —1), \, p € R8.18 ]

Por exemplo,

(Iu Y, Z) = (01 07 0) + )‘(17 07 1) + .U‘(L 11 _1)7 >\7 14 S R
Por exemplo,

(z,y,2) = (=3,0,0) + A(0,1,0) + p(0,0,1),\, p € R
Por exemplo,

(xu Y, Z) = (2’ 07 0) + )‘(27 37 0) + /"‘(27 17 _1)7 )‘7 1 S R

31

8.5 -

(a)
(b)

z+6y+22—10=0
r+5z—2=0

8.6 - mNzx = (2,0,0)

mNyy = (0,-3,0)
TNzz = (0,0,g)

(a)

(b)
(c)
(d)
(a)
(b)

(a
b

a

)
)
a)
)
)
b)

(
(
(b
(
(

Por exemplo,
(x7y7z) = (17_2’3)+A(17171)7 AGR
—dx +dy—z+ 17

%:—2—3/23—,2
1o =52
Nao

Nao

8I9-x=1AN7T4+2y=3—-22
810- m=—-4Ak=3

—y+2z2—-6=0
/6

/3
arccos(1/9)

3

N DN

3/2

a

(a)
(b)
(c)
(b)

(c)
(a)

A~ o~
oo T
Rar IS AN

enviesadas

Por exemplo,

(z,y,2) = (0,1,2) + A(0,0,2), AeR
2

Por exemplo,
(x7y7z):(17273)+A(470773)+#(37374)7A7#GR

9r — 25y + 122 +5=0
15
V34

Por exemplo,

(z,9,2) = (3,0,3) + A(0,1,0), AeR
r—2y—2+2=0

0

Por exemplo,

(z,9,2) = (3,0,3) + A(0,1,0) + (1, -2, —1), \, p € R
z+2—-6=0

Por exemplo,

(@, 9,2) = (1, 3, 1)+ X(1,1,1) + u(1, 3,2),\, p e R

3
arccos ( \/%>
Por exemplo,

(51772172) (17—%a0)+)\(_27_%71)3A6R

2v/14



