Algebra Linear e Geometria Analitica
Departamento de Matematica FCT-UNL
Primeira Chamada — 21 de Janeiro de 2003

Parte I
1. Considere as seguintes matrizes reais:
1 3 -2
1 0 5
A=|0 1 2|, B= e C=|0 4
0 1 1
-1 0 1 1
Indique qual das afirmacoes seguintes é FALSA:
A matriz C tem caracteristica 2.
A matriz B néo estd em forma de escada reduzida.
5 1
CcTC = :
1 18
@ E possivel calcular a matriz BTCT + A.
2. Considere a matriz, invertivel,
a b c
A=|d e f| €Ms(R).
g h 1
Indique qual das afirmacgoes seguintes é FALSA:
a b c 2a 2b 2c

atd bte ctfl=]Al 3d 3¢ 3f|=|A

g—a h—-0 i—c i

[N

59 gh

[24] = 314 [D] 44| = |4
3. Considere, em R3, os subespacos vectoriais:

F={(z,y,2) €R®: 2=22} e G=1(1,0,2),(3,2,6),(—1,6,—-2)).
Indique qual das afirmacoes seguintes é FALSA:

((1,0,2),(0,1,0)) é uma base de F.
FNG #0.
dim G = 2.

[D] dim (F + G) = 4.

[Continua no verso desta folha}




4. Considere as matrizes elementares em Ms(R):

0 0 1 1 0 0 1 00
Eiy=10 1 0|, E2=1|0 -2 0 e E3=10 1 0
1 00 0 0 1 3 01

Seja A € M3(R) uma matriz invertivel.

Indique qual das afirmacoes seguintes é FALSA:

FE1 A é a matriz que se obtém de A trocando as linhas 1 e 3.

E\EyA = By F A.
EyE3A = E3EyA.

(D] B34 = A.

5. Considere no espaco afim euclidiano R? um referencial ortonormado e directo. Considere os pontos

A=(2,1,1), B=(3,2,1) e C=(1,-1,0).
Indique qual das afirmacoes seguintes é FALSA:

A srea do triangulo cujos vértices sao os pontos A, B e C é /3.
—
O vector AB x AC é perpendicular ao plano de equacao geral

—3x+3y—32+4=0.
Os pontos A, B e C definem um plano e uma equagao geral desse plano é
—r+y—2z+2=0.

@ Um sistema de equagoes cartesianas da recta que passa pelos pontos A e B é

r—y=1
z=1

Mude de folha

[Cotagio]

[2.5] 6. Para cada a € R e cada 3 € R, considere o sistema de equacoes lineares, de coeficientes reais, nas
incognitas x, y, z e w:

r+z4+2w=0
r+y+tz+(a+2w=0
2e+y+(a+2)z+ (a+4)w=0
dr+Oy+4z+8w=p

(a) Discuta o sistema em fungao de a e £.

(b) Para o = 8 = 0 indique o conjunto das solugoes do sistema.

Mude de Folha
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Parte II
[Cotacio]

[3.0] 7. Considere a aplicacdo linear f : R* — R? definida por:

fla,b,c,d) = (2a — ¢,b — d, 2d),

para qualquer (a,b,c,d) € R*.

(a) Mostre que Nuc f = {(z,0,2z,0) : = € R}.
(b) Sem determinar a imagem de f, justifique que f é sobrejectiva.

(c) Considere em R* a base B; = ((1,2,1,0),(0,1,0,1),(0,0,2,1),(0,0,0,—1)) e em R3 a base
B, =((0,0,2),(0,1,0),(1,0,0)). Indique a matriz

M(f;B1, Ba).

Mude de Folha

[3.0] 8. Considere a matriz
2 1 0

A=|-4 -2 1 €M3(R)
0 0 0

(a) Determine o polinémio caracteristico de A.
(b) Indique os subespagos préprios de A.

(¢) Justifique que A néo é diagonalizdvel.

Mude de Folha

[2.0] 9. Seja E um espago vectorial sobre R e (v1,...,v,) uma sequéncia de vectores de E. Justifique que a
sequéncia (v, ...,v,) é linearmente dependente se, e s6 se, existe ¢ € {1,...,n}, tal que v; é combinagao

linear dos restantes vectores da sequéncia.

Mude de Folha

[2.0] 10. Seja A € M, (R) tal que
At =1,.

Mostre que:

(a) A é invertivel e indique a sua inversa.

(b) Se « é valor préprio de A, entdo a € {—1,1}.

Fim
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Uma resolugao

(a) Comecemos por condensar a matriz ampliada do sistema, utilizando unicamente transformagoes

elementares nas linhas:

10 1 2 0 101 2] 0 1 0 1
11 1 a+2| 0| o-btb 01 0 af O ts = —l>+ 13 01 0
b3 — —201 + U3 Ly — =Bl + Ly
2 1 a+2 a+4 | 0| oo _4e, 40, 0 1 o af O 00 aa O
4 p 4 8 Ié) 0O B 0 0] g 00 0 —op

Tendo em conta a matriz (*) pode-se fazer a seguinte discussao do sistema:

e Sea#0e(#0 tem-se que
r(matriz simples) = r(matriz ampliada) = 4 = ndmero de incégnitas.

Logo, neste caso, o sistema é possivel determinado.

e Se a#0e (=0 tem-se que
r(matriz simples) = r(matriz ampliada) = 3 < 4 = nimero de incégnitas.
Logo, neste caso, o sistema é possivel indeterminado com grau de indeterminacao
1 = ndmero de incégnitas — r(matriz simples/matriz ampliada) = 4 — 3.
e Sea=0e =0 tem-se que
r(matriz simples) = r(matriz ampliada) = 2 < 4 = ntimero de incégnitas.
Logo, neste caso, o sistema ¢é possivel indeterminado com grau de indeterminacao
2 = ndmero de incégnitas — r(matriz simples/matriz ampliada) =4 — 2.
e Sea=0c¢e 3 #0 tem-se que
r(matriz simples) = 2 < 3 = r(matriz ampliada).

Logo, neste caso, o sistema é impossivel.

o o o o



(b)

No caso em que o = 3 = 0 a matriz (), obtida na resolu¢io da alinea anterior, toma a forma

101 2|0
01 0 0] O0
00 0 0] O
00 0 0] O

Como esta matriz estd em forma de escada reduzida, segue-se que o conjunto das solugoes do sistema,

relativamente ao caso pedido, é

{(_7 - 20a 0;770) 0 0 e R}

Tem-se que

Nuc f = {(a,b,c,d) € R*: f(a,b,c,d) = (0,0,0)}
= {(a,b,c,d) € R*: (2a — ¢,b—d,2d) = (0,0,0)}
={(a,b,c,d) €R*: 2a—c=0 A b—d=0 A 2d=0}
={(a,b,c,d) € R*: (a,b,c,d) é solugao de (5)},

onde () designa o sistema homogéneo de equagoes lineares sobre R, nas indeterminadas x,y, z e w,

20 —2=0 20 —2=0
y—w=20 < y=20
2w =0 w=20

Logo

Nuc f = {(a,b,¢,d) €R*: 2a —c=0,b=0e¢ d =0}
={(a,0,2a,0) : a€R}.

Comecemos por observar que f é sobrejectiva se, e 86 se,

dimIm f = dimR?® = 3.

Pela resolugao da alinea anterior tem-se que

Nuc f = {(a,0,2a,0) : a € R} ={a(1,0,2,0): a € R} ={((1,0,2,0)),
pelo que ((1,0,2,0)) é um sistema gerador de Nuc f. Como o vector (1,0,2,0) é ndo nulo, segue-se que
o sistema ((1,0,2,0)) é linearmente independente e, portanto, ((1,0,2,0)) é uma base de Nuc f. Em
particular, dim Nuc f = 1. Como

4 = dimR* = dim Nuc f + dimIm f = 1 + dim Im f,

resulta que dimIm f =4 — 1 = 3. Donde f é sobrejectiva.



(¢) Tem-se que

f(1,2,1,0) = (1,2,0) = 0(0,0,2) + 2(0,1,0) + 1(1,0,0)
f(0,1,0,1) = (0,0,2) = 1(0,0,2) + 0(0,1,0) + 0(1,0,0)
£(0,0,2,1) = (-2,-1,2) = 1(0,0,2)—1(0,1,0)—2(1,0,0)
£(0,0,0,—-1) =(0,1,-2) = —1(0,0,2) 4+ 1(0,1,0) + 0(1,0,0).
Logo
o1 1 -1
M(f;B1,B2)= (2 0 -1
10 -2 0

(a) O polinémio caracteristico da matriz A é, desenvolvendo o determinante segundo a terceira linha,

2—x 1
-4 -2-x

2—x 1 0
|[A—al3l=| -4 —-2—z 1
0 0 —x

=—z

= —2[2—-2)(-2—x)+4 = 2>

(b) Os valores préprios da matriz A sdo as raizes do polindmio caracteristico de A. Como

A—zI3|=0 +— —2°=0 <— 2=0,
resulta que 0 é o tnico valor proprio da matriz A.

Tem-se que:

_ 3,04 _ al _ [0 subespacgo préprio de A
Mo = {(a, b,c) ER™: (A= 0L) [2} N [8}} ( associado ao valor préprio 0

={(a,b,c) € R*: (a,b,c) é solucio do sistema (S1)},

onde (S7) designa o sistema homogéneo de equagdes lineares sobre R, nas incégnitas z,y e z,

x 2 1 0| |z 0
(A-0L) |y| = |-4 -2 1 |y| =10 (forma matricial).
z 0 0 0] [z 0
Resolvendo este sistema obtém-se
2 1 0 2 10 1 40
—4 =2 1|{tz—26+6[0 0 1|a—46 [0 0 1| (matrizem fer.).
0 0 0 0 0 O 0 0 0

Logo

My ={(a,b,c) eR*: a+1b=0 A c=0}
= {(~1b,0,0): beR}
={b(—3,1,0): beR}
= ((~3,1,0)).

)



(¢) Comecemos por observar que a matriz A é diagonalizdvel se, e sé se, a soma das multiplicidades
geométricas dos seus valores préprios igualar a ordem de A. Como, pela resolugdo da alinea anterior, 0 é

o0 unico valor préprio da matriz A, segue-se que A é diagonalizdvel se, e s6 se, mg (0) = 3(= ordem de A).

Pela resolucao da alinea anterior tem-se que ((—3,1,0)) é um sistema gerador de M. Como (—3,1,0)
é um vector nao nulo, entao o sistema ((—%7 1,0)) é linearmente independente e, por conseguinte, é uma
base de My. Donde mg (0) = dim My = 1.

Como mg (0) = 1 < 3(= ordem de A), resulta que A nao é uma matriz diagonalizdvel.

9. Admita-se que a sequéncia (v1,...,v,) é linearmente dependente. Entdo, existem escalares ay,...,a, € R,

nao todos nulos, tais que

av; + -+ apv, =0g.

Nestas condigdes, existe ¢ € {1,...,n} tal que «; # 0. Da igualdade anterior resulta entdo que

QUi = =01V =+ — Qj—1Vj—1 — Q41Vi41 = — QpUp,

0 que implica

— o ... _On
UV = P S o Vi—1 Vi41 (;; Un

Logo v; é combinacao linear dos vectores v, ...,0;—1,Viq1,.--,Un.

Reciprocamente, suponha-se que para um certo i € {1,...,n} se tem que

vy = Bivr + -+ Bicivic1 + Big1Vigr + -+ Brtp,

com B1,...,0i-1,Bi+1,---,Pn € R. Entéo,

—bivr — -+ = Bic1vi—1 + 1v; — Bigavipr — - — Bpvn = 0p
e, portanto, o sistema (v1,...,v,) é linearmente dependente, ja que 1 # 0.

10. (a) Tendo em conta que, por hipétese, I, = A%, tem-se que

A=A =1, e A3A=A%=1,.
Logo A é invertivel e A= = A3,

RESOLUGAO ALTERNATIVA: Tem-se que

At =1,
|AY| = |1
|AI* = 1.

Logo |A| # 0 e, portanto, A é invertivel. Como A~! existe, da igualdade
At=1,

resulta, multiplicando ambos os membros & esquerda por A~!, que



A1AY = A7,

A3 =A"1
(b) Admita-se que « é valor préprio da matriz A. Entéo, existe um vector nao nulo (z1,...,z,) € R", tal
que
AX =aX,
z1
onde X = [ } € M,,»x1(R). Tendo em conta que por hipétese A* = I,,, resulta que
AX =aX
A3(AX) = A3(aX)
ATX = a(A3X)
A*X = aA?(AX)
A*X = aA?(aX)
AYX = ?(A%X)
AYX = a?A(AX)
AYX = a?A(aX)
A*X = a?(AX)
AYX = a?(aX)
A*X = a*X
I,X =a*X
X =a'X.
Ora,
X=a'X = (1-a"YX =0 = 1-a*=0V X=0,
0
com 0 = {} € M, x1(R). Como, por hipdtese, X # 0, tem-se que
0

1-a*=0 = oa*=1.

Como A € M,,(R), tem-se que « € R e, portanto, & = £1. Logo o € {—1,1}. O



