Algebra Linear e Geometria Analitica
Departamento de Matematica FCT-UNL
Recurso — 14 de Fevereiro de 2003

Parte 1
1. Considere as seguintes matrizes reais:
10 0 ! 0 3
A= , B=12 0 e C= .
0 2 1 -1 2
2 —4
Indique qual das afirmagoes seguintes é FALSA:
1 5 2 -3
A| AB+2C = . adjC = .
L LR
B tem caracteristica 2. @ A estd em forma de escada reduzida.

2. Seja A € M3(C) uma matriz invertivel e B a matriz que se obtém de A adicionando & linha 3 a linha 2

multiplicada por 4.

Indique qual das afirmacoes seguintes é FALSA:

100
[A] det B = det A. B] B=1]0o 1 of4
04 1
1 0 0 1 0 0
[cla=1o 1 o|B [D] Béinvertivele B-'=4"1{0 1 of.
0 -1 1 0 -4 1

3. Considere em R? os subespacos vectoriais

F=1{2,1,1),(-1,0,1),(5,3,4) e G={(v,y,2) €R*: z=2yez=y}

Indique qual das afirmacoes seguintes é FALSA:

dim F = 2.
[B| dimG = 1.
(6,3,3) € FNG.

[D] F+G=R3

[Continua no verso desta folha}




4. Seja f : R? — R? a aplicagdo linear definida por
f(a,b,c) = (2a+b,b*c)7

para todo (a,b,c) € R3.

Considere em R? a base By = ((1,0,1),(0,1,1),(0,0,2)) e em R? a base Bs = ((2,—1),(0,1)). Sejam B}

e B), respectivamente as bases canénicas de R3 e de R2.

Indique qual das afirmacoes seguintes é FALSA:

1 1 0 2 0
[A] M(f;B1,B,) = . 2]. M(f;Ba,vs'Q):[ 1} M(f; B, Bs).
L 2 -
-2 1 o 1 0 0
[C] M(f; By, BY) = . 2]. [D] M(f; B, Ba) = M(f;B1,B2) | 0 1 0].
L 1 1 1
2 T2 2

5. Considere o plano P de equagao geral

20 +3y—224+5=0

e a recta R dada pelo sistema de equagdes

r+z=1
20+32=2
Indique qual das afirmacoes seguintes é FALSA:
Os pontos A = (0,1,4) e B = (2,1,6) pertencem ao plano P e definem com o ponto C = (—1,3,2)
um triangulo cuja area é 3.
O vector u = (—2,—3,2) nao é perpendicular ao plano P.
O vector u = (=2, —3,2) e a recta R tém a mesma direcgao.
@ O plano P intersecta o eixo OY no ponto (0, —%, 0).

Mude de folha

[Cotagio]

[2.5] 6. Para cada a € R e cada 3 € R, considere o sistema de equagoes lineares, de coeficientes reais, nas
incognitas x, y, z e w:

r+2y—z=1

-4+ 2(a—-1)y+2z=-1

x4+2y+(a—1)z4+2aw=0F+1
(a) Discuta o sistema em fungao de a e (3.

(b) Para o = 8 = 0 indique o conjunto das solugdes do sistema.

Mude de Folha
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Parte 11
[Cotagio]
[3.5] 7. Considere a aplicacdo linear g : R — My (R), tal que
a b—
g a/) b? & = )
( ) le a 1
para todo (a,b,c) € R3.
(a) Mostre que Nucg = {(0,0,0)}.
(b) Justifique que [3 3] pertence & imagem de g.
(¢) Sem determinar a imagem de g, justifique que g nao é sobrejectiva.
(d) Indique uma base da imagem de g.
Mude de Folha
[3.0] 8. Uma matriz A € M3(C) admite os vectores préprios
1 0
5 e )
1 4

correspondentes ao valor préprio 1, e o vector préprio

correspondente ao valor proprio 2.

(a) Mostre que [ﬂ + {ﬂ é vector proprio de A.
(b) Justifique que A é diagonalizdvel.

(c¢) Indique uma matriz A nas condigdes anteriores.

[Observacgao: Nesta exercicio estamos a supor que cada matriz coluna X = [g} € M3x1(C) se identifica

com o vector (z,y,z) de C3.]
Mude de Folha

[3.5] 9. Seja A € M, (R), tal que AAT = —1I,,. Mostre que:

(a) n é par.
(b) A é invertivel e indique a sua inversa.

(c) Se a é valor préprio de A, entdo —a~! é valor préprio de A7

Fim
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Uma resolugao

(a) Comecemos por condensar a matriz ampliada do sistema, utilizando unicamente transformagoes

elementares nas linhas:

1 2 -1 0 1 N 1 2 -1 1

by — L1 + L3
-1 2a—2 2 0 -1 o —ty 4 £ 20 1 0 (*)
1 2 a—1 2a| B+1 0 0 a 2af O

Tendo em conta a matriz (x) pode-se fazer a seguinte discussao do sistema:

e Sea#0ef€eR, tem-se que
r(matriz simples) = r(matriz ampliada) = 3 < 4 = nimero de incégnitas.
Logo, neste caso, o sistema ¢é possivel indeterminado com grau de indeterminacao
1 = ndmero de incégnitas — r(matriz simples/matriz ampliada) = 4 — 3.

e Se a=0e (3 #0, amatriz (x) toma a forma

1 2 -1 0] 1
00 1 0|0
00 0 0|8

Logo, neste caso,

r(matriz simples) = 2 < 3 = r(matriz ampliada)

e, portanto, o sistema é impossivel.

e Se a=0e =0, amatriz (x) toma a forma

1 2 -1
0 0 1 01,
00 0 0] O

pelo que se tem
r(matriz simples) = r(matriz ampliada) = 2 < 4 = ntimero de incégnitas.
Logo, neste caso, o sistema é possivel indeterminado com grau de indeterminacao

2 = numero de incégnitas — r(matriz simples/matriz ampliada) = 4 — 2.



(b) No caso em que o = 8 = 0 a matriz (*) toma, como vimos, a seguinte forma:

1 2 -1 0] 1
00 1 0] O0
00 0 0] O

Continuando a condensar para se obter uma matriz em forma de escada reduzida obtém-se

1 2 -1 0 1 2 0 0
——

00 1 0| 0| aa—-t+tn 00 10

00 O 00 00

Assim, o conjunto das solucgoes do sistema, relativamente ao caso pedido, é

{(a,b,c,d) eR*: a+20=1 A ¢=0} ={(a,b,c,d) €R*: a=1-2b A ¢c=0}
— {(1—20,b,0,d) : b,d € R}.

(a) Tem-se que

Nucg = {(a,b,c) €R®: g(a,b,c) =]
:{(a,b,c)eRB: [;bbgc]:[
={(a,b,c) ER*: a=0 A b—c=0 A 2b=0}.

Como
a:O a:o
b—c=0 — b=0
2b=0 c=0

segue-se que

Nucg = {(a,b,c) ER*: a=b=c=0}

= {(0,0,0)}.
(b) Ora, [3 2] pertence & imagem de g se, e s6 se, existir (a,b,c) € R3, tal que g(a,b,c) = [32]. Mas,
a=2 a=2
2 2 a b-— 2 2
g(a,b,c) = = — b—c=2 = b=1
2 2 2b a 2 2
2b0=2 c=—1

Logo ¢g(2,1,—1) = [23] e, portanto, [3 %] pertence & imagem de g.

(¢) A aplicacdo linear g é sobrejectiva se, e sé se,
dimIm g = dimMy(R) = 4.
Pela resolucao da alinea (b) sabe-se que Nucg = {(0,0,0)}. Logo dim Nuc g = 0, pelo que
3 = dimR? = dimNuc g + dimIm g = 0 4+ dimIm g.

Donde dimImg =3 — 0 = 3 < 4 e, por conseguinte, g nao é sobrejectiva.



(d) Como R? = ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)), resulta que

Im g = (9(1,0,0),9(0,1,0),4(0,0,1))

R R

Donde ([§9],[981,[5 ' ]) é um sistema de geradores de Im g. Para concluir que ¢ base podemos utilizar

o resultado que afirma que num espago vectorial de dimensao n, n vectores geradores sao linearmente
independentes e, portanto, base. De facto, como pela resolugao da alinea anterior dim Im g = 3, segue-se

que o sistema (com trés vectores) ([§9],[98],[5 3']) é uma base de Im g.

ALTERNATIVAMENTE: Podemos demonstrar directamente que sao linearmente independentes. Neste

70 —1][0 0] . [ ﬂ—ﬂl@ o]
0 0 0 0 28« 00

caso tem-se, com «, 3,7 € R,

10 0 1
ol S+ o)

= —~v=0 = =0
26=0 vy=0

e, portanto, os vectores sao linearmente independentes.

I
A

(a) Observemos primeiramente que o vector [%} + [Eﬂ é nao nulo. Por outro lado, por hipdtese, [ﬂ e {

sdo vectores préprios de A associados ao valor préprio 1 o que implica que

1 1 0 0
Alsl =115 e Alll =111
1 1 4 4
Entao,
0 1] 0 0 0
Allsl+ 11l =als| +al1| =15 +1 1| =1 |5| + |1
4 1 4 4 4

. 1 0] ., o . (.
Destes dois factos resulta que h} + [ 1| é vector proprio de A associado ao valor préprio 1.

1 01 . P
ALTERNATIVAMENTE: Como os vectores h} e [ ! } sdo vectores proprios de A correspondentes ao valor
proprio 1, entao pertencem ao subespago préprio M; de A associado ao valor préprio 1. Pela definicao
de subespago vectorial, a soma de dois vectores de M; continua a pertencer a M, tendo-se, portanto,

o resultado pretendido.
0

. 1 0] . - . .
(b) Por hipétese, os vectores [Lﬂ , [ﬂ e {(1)} sdo vectores préprios da matriz A. Como a matriz A tem

ordem trés, se estes trés vectores forem linearmente independentes, entdao A é diagonalizdvel. Sejam

entao «, 3,7 € C, tais que

1 0 0 0
a |5 +8 (1| +v |0 =]0
1 4 1 0



Entao,

a 0 a=0 a=0
S5a+pB | =10 < {5a+3=0 = (B=0
a+4B+7 0 a+48+v=0 7=0

e, portanto, os vectores sao de facto linearmente independentes.

~ , . . .- .. 1
(¢) Pela resolugao da alinea anterior, a matriz A é diagonalizdvel e ([ﬂ , [

o
—_
—
=OO
—_
—
O~
:
1~
o
4
102]
@
o
@
Q
w

constituida por vectores préprios de A. Nestas condigoes, a matriz

)

|
A N
=~ = O
_ o O

cujas colunas sao precisamente estes vectores préprios, € invertivel e, além disso,

100
P'AP=10 1 0
00 2
Logo
10 0
P(P~tAP)P~ =P |0 1 o| P!
00 2
- 1T . r -1
0 0 1 00
(PP HAMPP =15 1 0| |0 1 0| |5 1 0
4 0 1 4 1
1 0 0lf1 0 ol[1 o
A= |5 1 -5
1 4 0 19 -4 1
(1 0 o0
A=10 1 0
19 —4 2
CALCULO AUXILIAR:
100|100 (1 00| 1 00
_ Ly — =501 + {2 _
[PlLl=15 1000 10 277" 1 5 10
1 4 1/00 1 4 -1 0 1
_ T1o00]l 1 0 o0
fs— —aba 4 b 1 5 1 0|=[I]PY.
0 19 —4 1




9.

(a) Tem-se que

AAT = —1, (por hipdtese)
|AAT| = |~ I,
[A[|AT| = (=1)" |1,
41141 = (1"
AP = (-1

Como A € M,(R), entdao |A| € R e, portanto, |A]?> > 0. Logo de |A|?> = (—1)" conclui-se que n é

necessariamente par.

(b) Da alinea anterior deduz-se que |A| # 0 e, portanto, A é invertivel. Como A~! existe, de

A(-AT) = 1,,,
resulta
A’l(A(—AT)) = A",
(A A)(—AT) = A~
L(-AT)=4""
—AT =471

(¢) Admita-se que a@ € R é valor préprio da matriz A. Como A é invertivel, tem-se que o« # 0. Caso

contrario, isto é, se @ = 0 fosse valor préprio de A, ter-se-ia

|A-0L,|=0 <= |Al=0 <= A nao éinvertivel.

Por outro lado, pela resolucdo da alinea anterior, AT = —A~!. Demonstremos entdo que se « é valor
préprio de A, entdo —a~! é valor préprio de —A~1. Por hipétese, existe X € M,,»1(R) nio nulo, tal
que
AX =aX A HAX) = A7 (aX)
(A71A)X = a(A71X)
I,X =a(A71X)
X =a(A71X)
AT1X =a71X
—(A71X) = —(a"1X)
(—AHX =(-a )X (X #0).

Lriei il

I

SN
e
O

Logo —a ™! é valor préprio de —A~!



