Algebra Linear e Geometria Analitica
Departamento de Matematica FCT-UNL
Segundo Teste — 4 de Janeiro de 2003

Parte I

1. Considere os subespacos vectoriais de R*:

F={(z,2y,2 —y,y) : z,y eR} e G={1,-1,1,3),(1,0,1,0),(0,2,0, —6)).

Indique qual das afirmagoes seguintes é FALSA:
F =((1,0,1,0), (0,2, —1,1)).

(B dim F = 2.

dim G = 3.

D] (0,2,0,-6) ¢ (FNG).

2. Sejam E e E’ espagos vectoriais de dimensao finita sobre K e f : E — E’ uma aplicacao linear.
Indique qual das afirmacoes seguintes é FALSA:
Se f é injectiva, entdo dim E # dim Im f.
flau+ Bv) = af(u) + Bf(v), para quaisquer o, 3 € K e u,v € E.
f(=u) = —f(u), para qualquer u € E.
D] Se E = (e1,...,e,), entdo Im f = (f(e1), ..., f(en)).

3. Counsidere em R? as bases:
B =((1,2,3),(0,1,2),(0,0,1)), B} =((0,1,0),(0,0,1),(1,0,0)),
By =((0,1,2),(0,0,1),(1,2,3)) e B, =((1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)).

Seja f : R? — R? a aplicacdo linear, tal que

2 -1 0
M(f;B1,B1) = {3 2 4| =A
1 3 5
Indique qual das afirmagoes seguintes é FALSA:
0 0 1
f(]-7213) = (17273) M(f73173/2) = 1 0 -1 A
-1 1 0

0
M(f;Ba, B)) = |1
0

= o O
e R R
b

@ M(idgs; BY, BY) é invertivel e a sua inversa é M(idgs; BS, BY).

[Continua no verso desta folha}




4. No espaco afim euclidiano R?, seja (O; e1, e, e3) um referencial ortonormado directo. Considere os vectores
u=-e, —ez, v=—2e1+ 2e;—4es
€ 0s pontos
A=(1,0,3) ¢ B=(2,—1,5).
Indique qual das afirmacoes seguintes é FALSA:

—
Os vectores AB e v tém a mesma direccao.

O vector w = 2eq + 6ey + 2e3 é perpendicular a u e a v.

1
Vviz2®

@ A area do paralelogramo determinado pelos vectores u e v é v/10.

O angulo formado pelos vectores u e v é arc cos

5. Considere no espaco afim euclidiano R3 um referencial ortonormado e directo. Seja R a recta de equacio

vectorial

(x,y,2) = (0,1,1) + A(1,2,-1), A€ER.
Considere os pontos A = (3,7,-2), B=(1,6,-2) e C = (2,5,—1).

Indique qual das afirmacoes seguintes é FALSA:

O ponto C pertence a recta R;.
Os pontos A, B e C definem um plano e —x + 2y + 32 — 5 = 0 é uma equagao geral desse plano.
(AB x AC)|(—4,-2,0) # 0.

@ A recta Ry e a recta definida pelos pontos A e B intersectam-se num tnico ponto.

Mude de folha

[Cotacio]

[4.0] 6. Considere a aplicacdo linear f : R?® — R* definida por
f('r7y?z) = (33+ya2733+y+27$+y_22)7
para qualquer (z,y, z) € R3.

(a) Determine o nicleo de f e uma sua base.

b
(c

(d) Determine uma base de R? que inclua os vectores da base indicada em (a).

Sem determinar uma base da imagem de f, indique a respectiva dimensao.

Sera f injectiva? E sobrejectiva?

)
)
)
)

Mude de Folha
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Parte 11
[Cotacdo]
[3.5] 7. Considere a matriz
310
A=10 2 0| € M3(R)
1 1 2
(a) Indique o polinémio caracteristico de A.
(b) Determine os subespagos préprios de A.
(¢) Mostre que A é diagonalizavel.
(d) Determine uma matriz invertivel P € M3(R) e uma matriz diagonal D € M3(R), tal que
P~'AP =D.
Mude de Folha
[2.0] 8. Seja A € M, (R). Justifique que as afirmagoes seguintes sdo equivalentes:

(a) A é invertivel;
(b) A néo tem o valor préprio zero;

(¢) O termo independente do polinémio caracteristico de A é nao nulo.

Mude de Folha

[3.0] 9. Seja A € M, (R), tal que

A% =1,.
Mostre que:

(a) Se a é um valor préprio de A, entdo o € {—1,1}.

(b) Se X € M, «1(R) é um vector, ndo nulo, que nao é vector préprio de A, entao

X+ AX

é um vector nao nulo e, além disso, é um vector préprio de A. Qual é o valor préprio correspondente?
Y1

[Observacao: Nesta alinea estamos a supor que cada matriz coluna Y = [ : ] se identifica com o
Yn

vector (y1,...,yn) de R™]

Fim
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Uma resolugao

(a) Tem-se que

Nuc f = {(a,b,c) € R®: f(a,b,c) = (0,0,0,0)}

(a,b,¢) ER®: (a+b,c,a+b+c,a+b—2c¢)=(0,0,0,0)}
(a,b,c) eER?*:a+b=0,c=0,a+b+c=0ea+b—2c=0}
(a,b,c) € R®: (a,b,c) é solugao de (S)},

{
{
{

onde () designa o sistema homogéneo de equagoes lineares sobre R, nas indeterminadas x,y e z,

rz+y=0
z =
r+y+2=0
r+y—22=0
Resolvendo este sistema obtém-se
1 1 0 1 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
s> —bitly bs =~z by (matriz em f.e.r.).
1 1 1 b——-bitls |10 0 1 fa—20+4 |10 0 O
1 1 -2 0 0 -2 0 0 0

Logo

Nuc f = {(a,b,c) €eR*: a+b=0 A c=0}
={(-b,b,0): beR}
= {b(~1,1,0) : be R}
={(-1,1,0)).

Como o vector (—1,1,0) é ndo nulo e, pelo que acabdmos de mostrar, ((—1,1,0)) é um sistema gerador
de Nuc f, resulta que ((—1,1,0)) é uma base de Nuc f.



7.

(b)

(a)

Sabe-se que

dimR? = dim Nuc f + dim Im f.
Como dimR? = 3 e dim Nuc f = 1 (observe-se que pela resolucio da alinea anterior, Nuc f admite uma
base com um vector), segue-se que
dimImf=3-1=2.

A aplicagdo linear f é injectiva se, e s6 se, Nuc f = {(0,0,0)}. Equivalentemente, se, e sé se,

dim Nuc f = 0.

Como, pela resolucgao da alinea (a), dim Nuc f = 1, segue-se que f nao é injectiva.

A aplicacdo linear f é sobrejectiva se, e s6 se, Im f = R*. Equivalentemente, se, e s6 se,

dimIm f = dimR* = 4.

Como, pela resolucao da alinea (b), dimIm f = 2, segue-se que f ndo é sobrejectiva.

Considere-se o sistema de vectores de R3

((_1’ 15 0)7 (a" b7 C)’ (d’ e’g))a

o qual inclui o vector da base de Nuc f encontrada na resolucdo da alinea (a). Este sistema de
3 (= dimR3) vectores é uma base de R? se, e s6 se, for um sistema linearmente independente. Isto &,

se, e s0 se,

-1 1 0
r a b c =3
d e g

ﬂ
o
o o
|
w

(trata-se da caracteristica de uma matriz de ordem trés que estd em forma de escada e possui trés linhas

nao nulas). Donde o sistema de vectores

((717 ]-7 O)a (07 ]-7 0)7 (Oa 07 1))
é uma base de R3 nas condicdes pretendidas.

O polinémio caracteristico da matriz A é, desenvolvendo o determinante segundo a terceira coluna,

|[A—2als|=| 0 2—z 0 |=2-2) =(2-2)%(3—x).

2—x




(b) Os valores préprios da matriz A sao as raizes do polindémio caracteristico de A. Como

A—2l3]=0 +—= (2-2)*B-2)=0 <= 2-2z=0o0u3-z=0 <= 2x=2oux=3,

resulta que os valores proprios da matriz A sao 2 e 3.
Tem-se que:
_ 3. al _ 0} } subespaco préprio de A
= (A=2I3) | b ]| = ? S
M, {(a, bye) €R™: (A —2L) [r} [8 ( associado ao valor préprio 2

= {(a,b,c) €R3: (a,b,c) é solucio do sistema (S;)},

onde (57) designa o sistema homogéneo de equagoes lineares sobre R, nas incégnitas x,y e z,

x 1 1 0f |z 0
(A=2I3) |yl = [0 0 O] |y| = |0 (forma matricial).
z 1 1 0f |z 0
Resolvendo este sistema obtém-se
1 10 110
0 0 O|&zs——-6+¢:|0 0 0| (matriz em fer.).
110 0 0 0

Logo

My = {(a,b,c) €R*: a+b=0}
={(-b,b,c): b,ce R}
= {b(-1,1,0) +¢(0,0,1) : b,c € R}
=((-1,1,0),(0,0,1)).

{ a,b,c) € R : (A —3I) [‘g} _ [8}} subespa(;o proprio de,A _
c 0 associado ao valor préprio 3

={(a,b,c) € R*: (a,b,c) é solucio do sistema (Sz)},

onde (S2) designa o sistema homogéneo de equagdes lineares sobre R, nas incégnitas z,y e z,

T 0 1 0 T 0
(A-35L) |y| = -1 0] |yl =10 (forma matricial).
z 1 -1 |z 0
Resolvendo este sistema obtém-se
0 1 0 1 1 -1 1 1 -1 1 1 -1
0 -1 O0f|taeez|0 =1 0 |[ts—ta+23|0 —1 O [a——-6]|0 1 O
1 -1 0 1 0 0 0 0 0 0 O
1 0 -1
bh——t+6 |01 0 (matriz em f.e.r.).

00 O



8.

9.

Logo

Ms = {(a,b,c) €R*: a—c=0 A b=0}
={(¢,0,¢): ceR}
={c(1,0,1) : ce R}
=((1,0,1)).

(c) Pela resolucao da alinea (b) tem-se que o sistema ((—1,1,0), (0,0, 1)) é um sistema gerador de M,. Por

([0 e )=

segue-se que o sistema ((—1,1,0), (0,0, 1)) é linearmente independente. Logo ((—1,1,0),(0,0,1)) é uma

outro lado, como

base de M; e, portanto, mg (2) = dim My = 2.
Também pela resolucao da alinea (b) tem-se que o sistema ((1,0,1)) é um sistema gerador de M3. Como
(1,0,1) é um vector nao nulo, entdo ((1,0,1)) é uma base de M3 e, portanto, mg (3) = dim M3 = 1.
Como mg (2) + mg (3) =2+ 1 = 3(= ordem de A), resulta que A é uma matriz diagonalizavel.

(d) Pela resolucdo da alinea (c) sabe-se que ((—1,1,0),(0,0,1)) é uma base de M,. Analogamente, pela
resolucao da alinea (c) sabe-se que ((1,0,1)) é uma base de Ms.

Nestas condicoes, a matriz

cujas colunas sao os vectores das bases de M> e M3 acima indicadas, é invertivel e, além disso,

2
P'AP = |0 (matriz diagonal).
0

S NN O
w o O

Vamos mostrar que (a)<(b) e (b)<(c).

(a)<(b) A é uma matriz invertivel se, e s6 se, |A| # 0, isto é,

0#|A] = |A— 01|
0 que equivale a afirmar que zero nao é valor préprio da matriz A.

(b)<(c) Zero nao é valor préprio da matriz A se, e s6 se, |A — 0I,| # 0. Seja p(z) = |A — zI,|. Entao,
|A — 0I,] # 0 equivale a afirmar que p(0) # 0. Como para qualquer polinémio ¢(z), ¢(0) representa o seu
termo independente, concluimos como se pretendia que o termo independente do polinémio caracteristico de

A é nao nulo.

a) Admita-se que « é valor proprio da matriz A. Entao, existe um vector nao nulo (z1,...,x,) € R™, tal
q prop

que



AX = aX,

Z1

onde X = [ } . Tendo em conta que por hipétese A% = I,,, entdo

Tn

AX = aX
A(AX) = A(aX)
A’X = a(AX)
A?X = a(aX)
A’X = o’X
I,X =a’X
X = o?X.

Ora,

X=X = (1-a)X=0 = 1-a*=0V X=0.

Como, por hipétese, X # 0, tem-se que

l1-a’=0 = ao*=1 = a==l
Logo o € {—1,1}.

0

(b) (1) Ora, X+ AX # 0,0onde 0 = {} € M, x1(R). Com efeito, se fosse X + AX = 0, entdo AX = —1X,
0

pelo que o vector (ndo nulo) X seria vector préprio da matriz A (associado ao valor préprio —1),

contrariamente a hipdtese.
(2) Como, por hipétese, A2 = I,,, entao
AX +AX) = AX + A’X = AX + [, X = AX + X = 1(X + AX).

Por (1) e (2) pode-se concluir que X + AX é vector préprio da matriz A associado ao valor préprio
1. O



