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Algebra Linear e Geometria Analitica
Departamento de Matemdtica FCT-UNL
Primeiro Teste — 22 de Novembro de 2003
[Sé serdo consideradas certas as respostas devidamente justificadas. Mude de folha sempre que mudar de all'nea.]
. Considere as matrizes:
1 -1 2 1 3
A= S sz‘g(R) e B= S MQ(R)
0 0 4 2 5
Indique qual das afirmacoes seguintes é FALSA:
: . T T _|® 9 .
E possivel efectuar AA* — B e tem-se AA* — B = [6 11} B.adj B = Is.
. - AT e A 1 |-5 3
A matriz A tem caracteristica 2 e a matriz AA* é simétrica. @ B ¢ invertivel e B™" = 5 1|’
. Considere, em R?, os subespacos vectoriais:
F={(z,y,2) eR*: 2 =3y=2} e G={((1,0,1),(0,21),(2,23)).
Indique qual das afirmacgoes seguintes é FALSA:
F=1{((3,1,3)). dim G = 3.
F+G=1{(1,0,1),(0,2,1),(2,2,3),(3,1,3)). [D] dim (F +G) =3.
. Considere a matriz invertivel
T Yy z
M=\t u v| €MszC).
w oS8
Indique qual das afirmacgoes seguintes é FALSA:
x Y z ar Pay az
t u v | =M. t Bu w|=aBM| (a,B€eC).
w+3xz r+3y s+ 3z w  pr s
23
40| = 3| b, [D] 22071 =
| M|
. Seja I um espaco vectorial sobre K e w1, ..., un,v1,...,0p,v vectores de E.
Indique qual das afirmacgoes seguintes é FALSA:
Se (u1,...,u,) é linearmente independente e a = Ok, entao (uy, ..., au;,. .., u,) é linearmente dependente.
Se (u1,...,up) élinearmente independente e v € K\ {0k}, entao (uy,...,qu;,...,u,) é também linearmente
independente.
Se (u1,...,uy) é linearmente dependente, entdo o mesmo sucede a (u1,...,Upn,V1,...,0p).
@ Se (u1,...,uy) é linearmente independente e v é combinacao linear de (uq,...,uy), entdo (u1,...,u,,v) é

linearmente independente.

[Continua no verso desta folha]
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[Cotagio]
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5. Para cada a € R e cada 8 € R, considere o sistema de equagoes lineares, nas incognitas z, y e z, sobre R:

6.

7.

—ax+y—az=-0
—ax+(a+1l)y—az=-0
—ar+y+2=0

Indique qual das afirmacoes seguintes é FALSA:

Se a# 0 e a # —1, entado o sistema € possivel e determinado.
Se a = 0, entao o sistema é possivel e indeterminado, com grau de indeterminacao 1.
Se a=—1e 3 +# 0, entao o sistema é impossivel.

@ Se a=—1e B =0, entao o sistema é possivel e indeterminado, com grau de indeterminacao 2.

H ok ok kK

Considere, em Mz (R),

b 1 0 0 1 3 2
F=3|" " eMa(®): b=2cb e G= : , .
c d 0 0 0 0 0 0
(a) Mostre que F' é um subespago vectorial de Mz (R).

(b) Indique uma base de G e complete-a de forma a obter uma base de Mz (R).

A) Utilizando o desenvolvimento do determinante segundo linhas/colunas convenientes, indique os

valores de x para os quais é invertivel a matriz:

2 31 =z
00 1 0
€ M4(R)
1 2 4 0
1 =z 1 0
B) Seja A € M,,(C), tal que
A% =—1,.

i. Utilizando a definicdo de matriz invertivel, justifique que A é invertivel.
ii. Indique as possibilidades para |A].

[SUGESTAO: Considere, separadamente, os casos n par e n émpar.]
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Uma resolugdo

=

o Y o w

(a) Tem-se que:

i. F C My(R), por defini¢ao de F;
. Oney(r) = {gg} € F;

iii. Sejam [a b} , [e f} € F. Por definicao de F,

cd g h
b=2c e f=2g. (1)
Como
ab+ef7a—|—e b+ f
c d g h c+g d+h
e, por (1), b+ f = 2c+ 29 = 2(c + g), segue-se que
b
a N e f c F.
c d g h
iv. Sejam [ig}eFeaeR. Por defini¢ao de F,
b=2c. (2)

Como

e, por (2), ab = a(2c) = 2(ac), segue-se que

a b
o
c d

Por i, ii., iii. e iv. pode-se concluir que F' é um subespaco vectorial de Mo (R).

e F.

(b) Comece-se por verificar se o sistema de geradores de G referido no enunciado, o qual serd designado no

que se segue por S, é linearmente independente. Admita-se entao, com vista a esse efeito, que

10 0 1 3 2] [o o
a[o O]Jrﬁ[o 0]+7[0 0]:[0 0]’ )
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b

com «, 3,v € R. Entao,

a+3y [B+2y

0 0
e, portanto,
a+3y=0
B+2vy=0

O sistema de equacoes anterior é, claramente, possivel e indeterminado, pois trata-se de um sistema
homogéneo com mais incégnitas do que equagdes. Logo o sistema S de geradores de G nao é linearmente

independente. Além disso, tomando no sistema anterior v = 1, obtém-se que « = —3 e § = —2. Assim,

RS

de (3), resulta que

e, portanto, G = <[(1) 8] , [8 (1)}>

Verifique-se agora se o sistema de geradores de G, 51 = (é 8] , [8 éD, é linearmente independente.
Para esse efeito, admita-se que _
10 o 1] [o o
+ 9 = s 4
: [O 0 10 O] 10 O] )
com p, 0 € R. Entao,
p 6] fo o
0 0 0 0]
e, portanto,
=0
0=0

Logo o sistema S é linearmente independente.

Em resumo, viu-se que:

1 0| (0 1
— o sistema S; = , gera o subespaco vectorial G;
0 0] |0 O

— o sistema 57 é linearmente independente.

Logo pode-se concluir que o sistema S; é uma base de G.

(o sl Lo o 3] )

é uma base do espago vectorial real M2 (R) e, portanto, trata-se de um exemplo de uma base de My (R)

E sabido que

que inclui a base de G determinada anteriormente.
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7.

A) Tem-se que:

2 3 1 =z
00 10 2o
=1x (—1)2+3 X111 2 0 (desenvolvimento segundo a 22 linha)
1 2 4 0
1 =z O
1 =z 1 0
143 |12 .
= - X (—1) X 1 (desenvolvimento segundo a 3* coluna)
x
1 2
=—x
1 =z
=—z(z—2)
[Alternativamente,
2 31 =
00 10 2o
=1x (—1)2+3 X1 2 0 (desenvolvimento segundo a 22 linha)
1 2 4 0
1 =z 0
1 =z 1 0
2 1 1
23x 23277
=—13 2 z ({120]:[120} )
1z0 1z0
z 0 0
31 |11 . .
=—zx(-1) X 5 (desenvolvimento segundo a 32 linha)
x

. 1 1
-7 2 z
= —z(x —2).]

231x
A matriz [(1) 2 }l 8] é invertivel se, e s6 se, o seu determinante for nao nulo. Pelos célculos anteriores,
1210

é invertivel se, e s6 se, —z(x — 2) # 0. Isto é, se, e 86 se,

== o N
8 NO W
SO O R
I

1
pode-se entao afirmar que a matriz [ }1
1

z e R\ {0,2).

B) i. Por defini¢ao, a matriz A ¢ invertivel se, e somente se, existir B € M,,(C), tal que
AB =1, = BA.

Por hipétese, A2 = —1I,,. Entao,
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Iy=-A2=—(AA) = (~A)A e I,=—A2=—(AA) = A(—A).

Das igualdades anteriores conclui-se que a matriz A é invertivel e que a sua inversa é a matriz —A.

ii. Tendo em conta, novamente, que por hipétese A2 = —I,, e as propriedades do determinante tem-se
que:
A =1,
|42 = |~ I|
AA| = (—1)" |1,
|A[A] = (=1)" x 1
AP = (-1

Face ao raciocinio anterior, considere-se os seguintes dois casos:
CAso 1: Admita-se que n é par.

Neste caso, |A]? = (—1)" = 1 e, portanto, |A| = 1 ou |A| = —1.
CAsO 2: Admita-se que n é impar.

Neste caso, |A|? = (—1)" = —1 e, portanto, |A| =i ou |A| = —i (observe-se que |A| € C,

pois A € M,,(C), e que as raizes quadradas complexas de —1 sdo i e —i). O



