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Algebra Linear e Geometria Analitica
Departamento de Matemdtica FCT-UNL
Segundo Teste — 17 de Dezembro de 2003

1. Considere as aplicagoes f : R® — Mz(R), g : Ra[x] — R? e h: R? — R definidas por:

fla,b,c) = [bic ﬂ , para todo (a,b,c) € R3;

gla+bx + cx?) = (a —b,2¢), para todo a + bz + cz? € Ry[x];

h(a,b) = 2a — 3b, para todo (a,b) € R2.

Indique qual das afirmacoes seguintes é FALSA:

f nao é linear, mas g ¢ linear. g € h sao lineares.
f nao é linear, mas h é linear. @ f e g sao lineares.

2. Uma matriz A € M3(R) tem (1 — 2)2(—3 — x) como polindmio caracterfstico e o valor préprio 1 tem multi-
plicidade geométrica igual a 2.

Indique qual das afirmacgoes seguintes é FALSA:

Cada valor proprio de A tem multiplicidade algébrica igual a sua multiplicidade geométrica.
|A — 313 = 0.

10 0
A é semelhante a matriz diagonal |01 0 |.
00 -3
D] |A- I =0.

3. Considere em R3 a base B’ = ((1,1,1),(0,1,0),(0,0,2)) e seja f : R? — R? a aplicagdo linear tal que

1 0
M(f;bc,B)=|—-1 3| =4,
-2 1

onde b.c. significa base candnica.

Indique qual das afirmagoes seguintes é FALSA:

100
M(f;b.c.,b.c.) = A. M(idgs; B, b.c.) = {1 1 0].

102
F(1,0) = 1(1,1,1) + (=1)(0,1,0) + (=2)(0,0,2). [D] £(0,1) = (0,3,1).

100
110
102

4. Os vectores u e v de R? dizem-se ortogonais se ulv = 0.

Indique qual das afirmacoes seguintes é FALSA:

Se u e v sao perpendiculares, entao u e v sao ortogonais.
Se u e v sao ortogonais, u # 0 e v # 0, entao u e v sao perpendiculares.

Se u e v sao perpendiculares, entao ||u x v| # [Jul - vl

@ Se u e v sdo ortogonais, entdao v|(u + v) = ||v||%.  Continua no verso desta folha
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5. No espaco afim euclidiano R3 considere um referencial (O; ey, es, e3) ortonormado e directo.
Considere os pontos A(1,2,0), B(—1,2,4) e C(2,1,0) e o vector u(2,5,1).
Indique qual das afirmacoes seguintes é FALSA:

Os vectores AB e u sao perpendiculares.

Os pontos A, B e C definem um triangulo cuja area é 6.

rT+y=3
A recta definida pelo sistema de equagoes { Y passa pelos pontos A e C.

z =

@ 2x + 2y + z — 6 = 0 é uma equagao geral do plano que passa pelos pontos A, B e C.

[Sé serdo consideradas certas as respostas devidamente justificadas. Mude de folha sempre que mudar de gmpg.]

6. Considere a aplicacdo linear f : R? — R* tal que
f(x7y7z) = (1‘+2Z,—Z’+y— 2Z7_2yax+4y+22)7
para todo (z,y,z) € R3.

(a) Determine o nicleo de f.
(b

Determine uma base da imagem de f.

(¢) A aplicagdo linear f é sobrejectiva? E injectiva?

)
)
)
(d) Indique a matriz da aplicagao linear f quando se considera em R3 a base canénica e em R* a base

B’ = ((0,0,1,0),(0,0,0,1),(1,0,0,0),(0,1,0,0)).

7. Considere a matriz

2 0 0
A={-1 1 0| € M3(R).
1 0 1

(a) Determine os valores préprios de A e as respectivas multiplicidades algébricas.
(b) Indique os subespagos préprios de A e as multiplicidades geométricas de cada valor préprio.

(c) Mostre que A é diagonalizavel e indique uma matriz invertivel P € M3(R) e uma matriz diagonal
D € M3(R), tal que
P'AP = D.

8. Seja A € M,,(K) uma matriz invertivel e A um valor préprio de A. Mostre que:

(a) Se A~! é diagonalizéavel, entao A% é diagonalizdvel.

(b) Se A=t = A2, entdao A3 = 1.
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Uma resolugdo

=

. D.
C

. B.

(a) Tem-se que:

:{(x,y,z)GRB: (x+22,—x+y—2z,—2y,m—|—4y+22)=(0,0,0,0)}
={(z,y,2) ER®: £4+22=0, —x+y—22=0, 2y=0e z+4y + 22 =0}.

Vemos assim que Nuc f é o conjunto das solugoes do sistema homogéneo de equagoes lineares sobre R

nas incognitas z, y e z:

r+22=0
—z+y—22=0

(1)
—2y =0

r+4y+22=0

De
1 0 2 1 0 2 10 2
101 =2 o an o1 ol e lo1oo
Ly — £y + Lo bs = 262 + L3 (matriz em f.e.r.),
0 —9 0 by — —01 + 4y 0 —2 0 by — —4ly + 4y 0 0 o0
1 4 2 0 4 0 0 0 O
N————

matriz simples
do sistema (1)

conclui-se que o sistema (1) é equivalente ao sistema
z+22=0
y=0
e, portanto, podemos afirmar que
Nuc f = {(z,y,2) €ER®*: 2+22=0ey=0}
={(-22,0,2): z € R}
={2(-2,0,1): z € R}
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(b) Tem-se que:

Im f = {f(z,y,2) : (2,y,2) € R’}
={(x+2z,—x4+y—2z, 2y, x+4y+22): z,y,z € R}
={(z,—x,0,2) + (0,y, —2y,4y) + (22,—22,0,22) : z,y,z € R}
={z(1,-1,0,1) + y(0,1,—-2,4) + 2(2,-2,0,2) : z,y,z € R}
=((1,-1,0,1),(0,1,-2,4),(2,-2,0,2)).

Como
1 -1 0 -1 0
—_—
0 1 -2 4| ts——-26+6 |0 1 -2 4| (matrizem fe.),
2 -2 0 0 0

entao podemos afirmar que
Im f = <(1a -1,0, 1)v (07 1, 7274)>~

Isto é, o sistema de vectores ((1,—1,0,1),(0,1,—2,4)) é um sistema gerador de Im f. Como, além disso,

este sistema de geradores é linearmente independente, pois

1 -1 0 1 .
r = 2 = n° de vectores do sistema,
0 1 -2 4

entdo ((1,—1,0,1),(0,1,—2,4)) é uma base de Im f.
(c) A aplicacdo linear f é sobrejectiva se, e s6 se, Im f = R%. Como os espacos vectoriais em questdao tém
dimensao finita, pode-se ainda afirmar que a aplicacao linear f é sobrejectiva se, e sé se,
dimIm f = 4 = dim R*.
Pela alinea anterior, Im f admite uma base constituida por dois vectores e, portanto, dimIm f = 2.
Logo a aplicacao linear f nao é sobrejectiva.

A aplicagao linear f é injectiva se, e s0 se,

Nuc f = {0gs} = {(0,0,0)}.
Pela alinea (a) tem-se que (—2,0,1) € Nuc f e, portanto, Nuc f # {(0,0,0)}. Logo a aplicacao linear f
nao ¢é injectiva.
(d) Tem-se que:
£(1,0,0) = (1,—1,0,1) = 0(0,0,1,0) + 1(0,0,0,1) + 1(1,0,0,0) + (~1)(0, 1,0,0)
£(0,1,0) = (0,1, -2,4) = —2(0,0,1,0) + 4(0,0,0,1) + 0(1,0,0,0) + 1(0, 1,0, 0)
f£(0,0,1) = (2,-2,0,2) = 0(0,0,1,0) + 2(0,0,0,1) + 2(1,0,0,0) + (—2)(0, 1,0,0).

0 -2 0
Logo M(f;b.c.,B') = 1 é ;
-1 1 =2

7. (a) Os valores préprios da matriz A sdo as solugoes reais da equagdo na indeterminada x:

|A - £CI3| =0.
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Ora,
2—x 0 0
A—al3l=| -1 1-z 0 |=(1-2)*2-2).
1 0 1—a

Posto isto, em R, tem-se que
|A—2l3)=0 <= (1-2)?2-2)=0 <+= z=1louz=2,

pelo que os valores préprios da matriz A sdo 1 e 2.
Como 1 é uma raiz dupla e 2 é uma raiz simples da equagao |A — zI3| = 0, podemos afirmar que as
respectivas multiplicidades algébricas (ma) sdo: ma (1) =2 e ma(2) = 1.

(b) Tem-se que:

_ 3. _ z1 [0 subespacgo proéprio de A
My = {(w,y,z) ERT: (A- 1) [g} o [8]} ( associado ao valor préprio 1 /'’
pelo que M; é o conjunto das solugoes do sistema homogéneo de equagoes lineares sobre R nas incégnitas
T,y ez
x 0 1 T 0
(A—1I5) |y| = |0 — -1 0 y| =10 (2)
z 0 1 z 0
De
1 00 .1 0 0
Ly — £y + L2 .
-0 o0 S~ 7 5 1000 (matriz em f.e.r.)
1 00 0 0 0
—_——

matriz simples
do sistema (2)

resulta que o conjunto das solugdes do sistema (2) é o conjunto
{(z,9,2) €eR*: =0} ={(0,y,2): y,2 € R}.
Logo
M, ={(0,y,2) : y,z€ R}
={(0,4,0) 4+ (0,0,2) : y,z € R}

= {y(0,1,0) + 2(0,0,1) : y,z € R}
= ((0,1,0),(0,0,1)).

Isto é, ((0,1,0),(0,0,1)) é um sistema gerador de M;. Como este sistema é linearmente independente,

0 1 0 .
r = 2 = n° de vectores do sistema,
0 0 1

pois

segue-se que ((0,1,0),(0,0,1)) é uma base de M; e, portanto,

mg (1) =dim M; = 2.

M, = {(x,y,z) ER®: (A 2I) [é} _ {%]} ( subespaco préprio de A >7

associado ao valor préprio 2
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pelo que M é o conjunto das solugoes do sistema homogéneo de equagoes lineares sobre R nas incégnitas

T,y ez
" 0 0 0 0 x 0
(A=20) ly| = {0 = -1 ~1 0|y =0 ?
. 0 1 0 1| |z 0
De
o 0o of—0syt 0o -1y 1 0 -1
~1 -1 o|“%"% |1 -1 of 270t o -1 41
1 0 -1 0 0 0 0 0 0
———— —/
matriz simples
do sistema (3)
- |1 0 -1
Lot o 1 (matriz em f.e.r.)
0 0 O

resulta que o conjunto das soluges do sistema (3) é o conjunto

{(z,,2) ER®: x—2=0ey+2=0={(z,y,2) ER®: x=zey=—2}
={(z,-2,2): z€R}.
Logo
My ={(z,—2,2): z € R}
={2(1,-1,1): z € R}
=((1,-1,1)).

Isto é, ((1,—1,1)) é um sistema gerador de Ms. Como o vector (1,—1,1) é ndo nulo, segue-se que o

sistema ((1,—1,1)) é linearmente independente e, portanto, uma base de M. Logo
mg (2) = dim M, = 1.

(¢) A matriz A é diagonalizavel se, e sé se, a soma das multiplicidades geométricas dos seus valores préprios

for igual a ordem de A. Pela alinea anterior tem-se que
mg (1) + mg(2) =2+ 1 =3 = ordem de A4,

pelo que a matriz A é diagonalizével.
Pela resolugdo da alinea anterior sabe-se que ((0,1,0),(0,0,1)) é uma base de M; e que ((1,—1,1)) é

uma base de Ms. Nestas condicoes, a matriz

cujas colunas sao os vectores das bases de M; e de My acima indicadas, é invertivel e, além disso,

P7lAP = =D (matriz diagonal).

o O =
o = O
N O O
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8.

(a) Admita-se que a matriz A~! é diagonalizdvel. Entdo, existe uma matriz invertivel P € M, (K) e uma

matriz diagonal D € M, (K), tal que
D=P AP (4)

Pretende-se mostrar que nestas condicoes a matriz A2 é diagonalizavel. Isto é, que existe uma matriz
invertivel Q € M,,(K) e uma matriz diagonal D’ € M, (K), tal que

D/ — Q_lAQQ-

Ora, da igualdade expressa em (4) resulta, em particular, que a matriz D é invertivel, por ser produto

de matrizes invertiveis. Assim, podemos fazer o seguinte raciocinio:
D=P'A7'P (por (4))
D71 _ (PflAflp)fl
D71 — Pfl(Afl)fl(Pfl)fl

D™ '=p7tAp
(D—1)2 — (P—lAP)2
(D)2 = (P~'AP)(P'AP)
(D™Y)? = P7'AI,AP
(D12 = p~1A%P,

Como a matriz (D~1)? é diagonal (a inversa de uma matriz diagonal invertivel é ainda uma matriz
diagonal; o quadrado de uma matriz diagonal é ainda uma matriz diagonal), podemos concluir que a

matriz A2 é diagonalizével.

(b) Admita-se que A=t = A2%. Se, por hipétese, A é valor préprio da matriz A, entdo sabemos que existe

(1,...,2n) € K™\ {Ogn} tal que

AX = AX <comX: FD (5)

Tn

Tem-se que:

AX =X (por (5))
A%(AX) = A2(\X)
ATH(AX) = M(A%X) (por hipétese A=t = A?)
(A7TA)X = NA(AX)
I,X = M(MX) (por (5))
X =\ (AX)
X = N(\X) (por (5))
X =\X
N -1DX=0

AM—-1=0vVvV X =0.

Como X ¢é ndo nulo, resulta da tltima igualdade que A3 = 1. O



