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Algebra Linear e Geometria Analitica
Departamento de Matemdatica FCT-UNL
Segundo Teste — 11 de Dezembro de 2004

1. Sejam FE e E’ espacos vectoriais de dimenséo finita sobre K (R ou C) e seja f : E — E’ uma aplicagao linear.

Indique qual das afirmagoes seguintes é FALSA:
dim E > dim Im f.

Se f é injectiva entdao dim E = dim Imf.
Se f & bijectiva entao dim E = dim E’.

@ Se dim E = dim E’ e f é sobrejectiva entao f nao é injectiva.

2. Considere no espaco vectorial R? as bases
B =1((1,2,3),(0,—-1,0),(3,1,4)) Bo = ((0,-1,0),(1,2,3),(3,1,4)) B3 = ((0,0,1),(1,0,0),(0,1,0)) .

Seja f : R? — R? a aplicacdo linear tal que

-1 2
M(f;B1,B2)= 1|3 0 -1| =A
1 1 0
Indique qual das afirmacoes seguintes é FALSA:
0 3 4
£(1,2,3) = (6,8,13). M(f;B1,Bs)= |0 1 3|A
-1 2 1
M(f: By, Ba) = AM(idza; By, B1). [B] 73.1,4) = 2. -1,0).

3. Seja A € M3(R) uma matriz com polinémio caracteristico
p(z) = —2(3 4+ z)°.

Indique qual das afirmacoes seguintes é FALSA:
|A+ 33 = 0.

—3 é valor préprio de A e se a sua multiplicidade geométrica é 2 entdo A nao é diagonalizavel.

|A—2I5| # 0.

3 0 0
@ Se A é diagonalizdvel entdo A é semelhante & matriz |9 -3 0| € M3(R).

0 0 0

[Continua no verso desta folha]
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4. Sejam u e v vectores de R3 e o € R.

Indique qual das afirmacoes seguintes é FALSA:

Se u e v sdo perpendiculares entdo u|v = 0. ux (au) # 0.

ul(—u) = — [Jul”. [D] (ux v)|(~u) = 0.

5. No espago afim euclidiano R? considere um referencial (O; ey, 2, e3) ortonormado e directo. Considere os
pontos
A(1,2,0), B(1,0,1), C(2,1,0).

Indique qual das afirmacoes seguintes é FALSA:

—
O angulo formado pelos vectores AB e AC é arccos

B

2
=
Os pontos A, B e C sao os vértices de um triangulo com area igual a 5

Existe um e um s6 plano que passa pelos pontos A, B e C' e uma equagao geral desse plano é
r+y+2z2+3=0.

@ As equagbes x — 1= ¥ e z =0 sao equagoOes normais da recta que passa pelos pontos A e C.

Preencha de forma bem legivel:

Niumero de caderno:’ | | | | | | | | | ‘ (“Encoste” o ndmero a direita.)

A|B|C|D

ARl R

Notas

1 - Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opgao que considerar

adequada.
2 - Caso assinale uma opgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X a sua nova opgao.

3 - Para cada um dos grupos de escolha multipla, a cotacao atribuida é a seguinte:
* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
* Se responder correctamente: +1,8 valores;

* Se responder erradamente: —0,6 valores.

4 - A classificagao da parte de escolha miltipla (Grupos 1 a 5) é dada por
max {0, cly },

onde cly; designa a soma das classificagoes obtidas nos cinco grupos de escolha maultipla.
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[Nos grupos seguintes, sé serdo consideradas certas as respostas devidamente justificadas.]

[Mude de folha sempre que mudar de gmpg.]

[Cotagéo]
6. Considere a aplicagao linear f : Ry[x] — R? definida por
fla+bx+cx?) = (a—c,0,2b),

para todo a + bz + cz? € Ry|z].

[1.5] (a) Mostre que Nucf =<1+ 22 >.
[1.5] (b) Indique uma base de Imf.
[1.0] (c) Considerando em Ro[z] a base B = (2,z,—z?) e em R® a base B’ = ((0,1,0),(1,0,0),(0,0,1))

determine M(f; B, B’).

7. Considere a matriz

2 -1 0
A=| -4 2 0 | e M3(R).
-2 -1 4
[1.0] (a) Indique os valores préprios de A e as respectivas multiplicidades algébricas.
[2.0] (b) Determine uma base de cada subespago préprio de A.
[1.5] (¢) Mostre que A é diagonalizavel e indique uma matriz invertivel P € M3(R) e uma matriz diagonal

D € M3(R) tal que P7*AP = D.

8. Uma matriz A € M, (R) diz-se estocdstica generalizada se existe o € R tal que a soma dos elementos

de qualquer uma das linhas de A é igual a . Mostre que:
[0.5] (a) Se A € M, (R) é estocéstica generalizada entao (1,...,1) € R™ é vector préprio de A.

[2.0] (b) Se A € M, (R) é estocastica generalizada e invertivel entdo A~ também é estocdstica generalizada.
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Uma resolugdo

TESTE A
1 D
2. D
3. B
4. C
5. C

6. Seja f : Ry[x] — R? a aplicacio linear definida por
fla+bx+cx?) = (a—c,0,2b),
para todo a + bz + cz? € Ry|z].
(a)

Nuc f ={a+ bz +cz® € Rolz] : f(a+ bz + cz®) =(0,0,0)}
={a+bz+cz® € Rsfz]: (a—c,0,2b) =(0,0,0)}
={a+br+cz’® €ERsfz]: a—c=0 A 2b=0}
={a+br+cz® €Rsfz]: a=c A b=0}
={c+cz® €Ryz]: c€R}
={c(l+2%) €Ryfz] : c€R}

=<1+4+22>.

(b) Por um resultado conhecido, sabe-se que se f : E — E’ é uma aplicagao linear e uy, ..., u, € F sdo tais
que E =< wuy,...,u, >entdao Im f = f(E) =< f(u1),..., f(u,) >.

Como Ry[z] =< 1,z,2? > entdo

Im f =< f(1), f(2), f(2?) > .

Tem-se,
f(1) = f(1 +0x + 022) = (1,0,0), f(x) = f(0+ 1z + 02%) = (0,0,2),
f(2?) = f(0+ 0z + 12%) = (—1,0,0),
logo
Im f=<(1,0,0),(0,0,2),(—1,0,0) > .
Como

(—1,0,0) = —1(1,0,0) + 0(0,0, 2)
entdo Im f =< (1,0,0),(0,0,2) >. Por outro lado, o sistema ((1,0,0), (0,0,2)) é linearmente indepen-
dente (note-se que, Voer (1,0,0) # «(0,0,2)) e portanto conclui-se que ((1,0,0),(0,0,2)) é uma base de
Im f.
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(c) Sejam B = (2,z, —z2) e B’ = ((0,1,0),(1,0,0),(0,0,1)) bases de Ry[z] e R? respectivamente. Como,
f(2) = f(2+ 0z +02?) = (2,0,0) = 0(0, 1,0) + 2(1,0,0) +0(0,0, 1),
f(x) = f(0+ 1z +02?) = (0,0,2) = 0(0,1,0) + 0(1,0,0) + 2(0,0, 1),

f(=z%) = f(0+ 0z + (-1)z%) = (1,0,0) = 0(0,1,0) + 1(1,0,0) + 0(0,0, 1),

logo
0 0 O
M(f;B,B)=1]2 0 1
0 2 0
7. Seja
2 -1 0
A=| -4 2 0 | eMs(R).
-2 -1 4
(a) O polinémio caracteristico de A é
2—-z -1 0 5 L
-z -
A—alsl=| -4 2-2 0 (4— ) =(4-2)[(2-x)—4]
-4 2-=z
-2 -1 4-z

Assim, os valores préprios de A, sendo os zeros reais do polinémio caracteristico, sao:
0 com multiplicidade algébrica igual a 1 e

4 com multiplicidade algébrica igual a 2.

(b) Subespago préprio associado ao valor préprio O :

) a a ) a | 0
My=<(a,bc)eR®: Al b | =01 b =< (a,b,c)eR¥: A| b | =] 0
c ] 0
Célculo auxiliar:
[ 2 —1 0o ] 2 -1 00 1
[A|0] = —4 2 0 201+l — Lo 0 0 010 loyl3 0 —2
-2 =1 410 0 -2 410 0
2 —1 o]0 | 2 0 —2]0 10 -1
—36—t | 0 1 2|0 |tta—6| 0 1 —2|0 |Laee| 0 1 —2 |0 | (matriz em fer.)
0 0 0 0 010 0 0 0
Logo,

My ={(a,bc) eR*:a—c=0 A b—2c=0} ={(a,b,c) eR*:a=c A b=2c}
={(c,2¢c,c) eR*: c € R} = {¢(1,2,1) e R® : c € R} =< (1,2,1) >.
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Dado que (1,2,1) # (0,0,0) entdo o sistema ((1,2,1)) é linearmente independente e como também é
gerador de My, conclui-se que ((1,2,1)) é uma base deste subespaco.

Subespago préprio associado ao valor préprio 4 :

a a a 0
My =< (a,bc) €R3>: A| b | =4| b =<{(a,bc)eR®: (A—4I3) | b | =] 0
c c 0
Calculo auxiliar:
-2 -1 010 -2 -1
[A—4I30] = | =4 -2 0|0 | —26+t2—t> 0
—l1+L3—L3
-2 -1 010
1 2 0|0
- )
10—, 0 0 0|0 [ (matrizem feur.)
0 010

Logo,

, 1 1
My = {(a,b,c) 6R3:a_—26} = {<—2b,b,c> 6R3:b,ceR}

- {b <_;,1,0> +¢(0,0,1) 6R3:b,ceR} = <<—;,1,0) ,(0,071)>~

Como Vucr (f%, 1,0) # «(0,0,1) entdo o sistema ((f%, 1,0) , (0,0, 1)) é linearmente independente e

como também é gerador de My, tem-se que ((—%, 170) ,(0,0, 1)) é uma base de My.

(c) A e M3(R) é diagonalizdvel se, e s6 se, A admitir 3 vectores préprios linearmente independentes.
Temos
Base de My = ((1,2,1)),

Base de My = <<—;, 1,0) 7(0,071)> .

Assim, A admite 3 vectores préprios linearmente independentes, pois o sistema

((_;,1,0) .(0,0,1), (1,2, 1>)

é linearmente independente. Desde modo, considerando

-3 0 1
P=| 1 0 2 |eMsR)
0 1 1

tem-se que P é invertivel e

P7lAP = = D(matriz diagonal).

S O =~
S = O
o o O
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8. Seja A € M,,(R) uma matriz estocastica generalizada cuja soma dos elementos de qualquer uma das suas

linhas é igual a a € R.
(a) (1,...,1) € R™ é vector préprio de A se (1,...,1) # Ogn €

1 1
El)\e]Ri A =A

Como A = [a;;] é estocéstica generalizada entao,

k=1
Assim,

n

1 a1 Q1n 1 D k1 A1k o 1
n

azi azn 1 Dk—1 2k a 1

A = = = =

1 n

an1 e Ann 1 Zk:l Ank « 1

Logo, basta tomar A = a.
(b) Note-se que, se A é invertivel e \ é valor préprio de A entao A # 0. De facto, como A é invertivel tem-se
|A] #0 < |A—01,] # 0 < 0 nao é valor préprio de A.
Por outro lado, pode-se afirmar que A~! é valor préprio de A~! pois,
AX = XX =2 A1 AX)=A710X) = (A" A)X = (A HX = X = A471X) A AT X = 21X

Como na alfnea (a) foi demonstrado que se A é estocdstica generalizada entao (1, ..., 1) é vector préprio

de A associado ao valor préprio a = ZZ=1 a;k, conclui-se que

1 1
A1 =a !
1 1
b11 . bln
b cee bon
Seja A™! = 2 2 . Tem-se
bnl bnn
1 b11 . bln 1 ZZ:l blk
A71 _ b21 o b2n 1 _ Z:l bZk
1 n
bnl . bnn 1 | b1 bnk
Como -
1 a~!
ot = : ,
1 a~! ]

conclui-se que
n n n
Z Z Z -1
blkz kaZ...Z bnk:a
k=1 k=1 k=1
e portanto, A~! é estocdstica generalizada.



