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Algebra Linear e Geometria Analitica B
Departamento de Matemdtica FCT-UNL
Epoca de Recurso — 13 de Fevereiro de 2006

1. No espaco vectorial real R? considere os vectores:
u=(1,0,1), v=(1,1,0), w=(211) e z=(1,21).

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Se F = (u,v,w), entdo dim F' = 2.
(u,v, z) é uma base de R3.
Se G = {(a,b,c) € R®: a =b+ c}, entdo (u,v) é uma base de G.
@ O vector w nao é combinagao linear dos vectores u e v.
abec

2. Seja A = [0 0 d} € Msx3(R) uma matriz invertivel (observe-se que Az = Aze = 0 (zero)).
efg

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

aa ab ac

0 0 d |=ablA], comafeR. |A| = d(af — be).
Be Bf By
a b c e [ g

a b oc+d|=4] D] |a b c|=14
a+e b+f c+g 0 0 d

3. Considere a aplicacdo linear f : R?® — R? tal que
f(a,b,c) = (2c,a+b,—c), para todo (a,b,c) € R3.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

((=1,1,0)) é uma base do niicleo de f.

f nao é injectiva.

((2,0,-1),(0,1,0)) é uma base da imagem de f.

@ Se considerarmos as bases de R?, B; = ((2,0,1), (0, —1,1),(0,2,0)) e By = ((0,1,0),(1,0,0), (0,0,1)),

entao

2 -1 0
M(f;'Bl,BQ) = 2 2 2
-1 -1 0

[Continua no verso desta foIhaJ
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4. Para cada o € R e cada (8 € R, considere o seguinte sistema de equagoes lineares de coeficientes reais, nas
incognitas x, vy, 2:
ar—y+az=0
—arx+ (a+1l)y—az=-0
—oax+y+z=0

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Se o # 0 e @ # —1 entdo o sistema é possivel e determinado.
Se a = —1 entao, qualquer que seja [, o sistema é possivel e indeterminado.

Se a = 0 entao, qualquer que seja (3, o sistema é possivel e indeterminado com grau de indeterminacao
1.

@ Se o« =0e =0 entao o conjunto das solugoes do sistema é
{(a,0,0) : a € R}.

5. Seja B € M,,xn(R) tal que
B(B +2I,) = —I,.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

B ¢ invertivel.

B + 21, é invertivel e (B +2I,)"! = —B.
—2 é valor préprio de B.

D] |B||B+2I,| = (-1)".

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

A|B|C|D

Nome:

Niimero de caderno: | | | [ [ [ [ | [ |

SRl R

Notas

1 - Relativamente as questdes que queira responder, assinale com um X a opgao que considerar adequada.
2 - Caso assinale uma opg¢ao e depois queira alterd-la, risque-a e assinale com um X a sua nova opcgao.

3 - Para cada um dos grupos de escolha multipla, a cotagao atribuida é a seguinte:

* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
* Se responder correctamente: +1,5 valores;
* Se responder erradamente: —0,5 valores.

4 - A classificagdo da parte de escolha miiltipla (Grupos 1 a 5) é dada por max {0, clm}, onde cly designa a

soma das classificagoes obtidas nos cinco grupos de escolha miiltipla.
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[Sé serdo consideradas certas as respostas devidamente justificadas. Mude de folha sempre que mudar de gmpg.]

[Cotagio]

6. Considere a matriz

2 0 -1
A= {1 1 —1| € Msxs(R).
0 0 1
[1.0] (a) Calcule os valores préprios de A e as respectivas multiplicidades algébricas.
[1.5] (b) Determine uma base para cada um dos subespagos préprios de A.
[1.5] (¢) Mostre que A é diagonalizdvel e indique, se existir, uma matriz invertivel P € Mz, 3(R), tal que
1 00
P'AP=10 2 0
0 0 1

Mude de Folha

7. Seja (0; e, €2, e3) um referencial ortonormado directo de R®. Considere os pontos

A=(2,0,0), B=(0,2,0), C=(0,0,-1) e D=(1,-1,0).

[1.0] (a) Mostre que os pontos A, B e C nio sdo colineares.
[1.5] (b) Determine uma equagao geral do plano P definido pelos pontos A, B e C.
[1.0] (c) Considere a recta R que passa pelo ponto D e tem a direcgdo do vector u = (4, —2,1). Mostre que

a recta R é estritamente paralela ao plano P.

Mude de Folha

8. Sejam A, B € M, x,(R). Justifique as afirmagoes:

[1.0] (a) Se AB tem caracteristica n entdo A e B tém ambas caracteristica n.

[1.0] (b) Se AB =0 e B é invertivel entdao A = 0.

Mude de Folha

9. Seja A € M, x,(R) tal que
A*¥ = A, para algum k € N, com k par.

Mostre que:
ns () A€ {01},
[1.5] (b) Se « é valor préprio de A entdao o € {0,1}.

Fim
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Uma resolugdo

(a) Os valores préprios da matriz A sdo as solugdes reais da equagao na incégnita x,

(b) Tem-se que:

Como

entao

|[A—zl3=0 <<=

1-2)Q2-2)=0 <+

|A—.’I)[3| =0.

=(1-2)*2-u),

r=1oux=2.

Conclusao, os valores préprios da matriz A sdo 1 e 2, onde

Como

resulta que

10
10
0 0

-1

—1| €2 -4,
0

My =

subespago proprio de A
associado ao valor préprio 1

)
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Além disso, como o sistema de vectores ([(ﬂ : [ED ¢ linearmente independente (r([§93]) = 2),

pode-se ainda concluir que este sistema é uma base de M;.

Analogamente,
_11¢ . _ al [0 subespaco préprio de A
M = {[2} € Myx1(R) : (A = 2L5) {ﬂ o [8}} ( associado ao valor préprio 2
a 00 —17a 0
={[t] eMmam: 352 [E] = [3]
Como
0o 0 -1 1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1
1 -1 —1{ae60 0 —1|a-6l0 0 —1|=al0 0 1
0o 0 -1 0 0 -1 0 0 0 0 0 0
-1 0
646 [0 0 1| (matrizem fer.),
0
resulta que
My = E Engl(R):a:bec:O}

, . 1], - . . . 1 ’
Além disso, como o vector 1] € nao nulo, pode-se ainda concluir que o sistema 1]) ¢ uma base
de MQ.

(¢) Um exemplo de uma condigdo necessdria e suficiente para que a matriz A seja diagonalizdvel, é que
a soma das multiplicidades geométricas dos seus valores proprios iguale a ordem da matriz A. Pelo
que vimos na alinea anterior, mg (1) = dim M; = 2 e mg (2) = dim M = 1. Logo,

mg (1) + mg(2) = dim M; +dimM; =241 =3 =ordem de A

e, portanto, A é uma matriz diagonalizdvel. Nestas condicbes, a matriz

Y

I
- o =
S = =
o = O

onde a primeira e a terceira colunas sao os vectores da base de M; e a segunda coluna é o vector da

base de Ms, é invertivel e, além disso,

PlAP =

o O =
S o O
_ o O
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7. (a)

8. (a)

(b)

Os pontos A, B e C sdo colineares se, e s se, existir a € R tal que

AB=a AC.

Como AB= (-2,2,0) e AC= (-2,0,—1), ndo existe a nas condigdes pretendidas. Basta atender

a que, caso contrario, se teria, atendendo a segunda coordenada de ambos os vectores AB e AC,

2 = a x 0, o que é impossivel. Logo os pontos A, B e C nao sdo colineares.

Pela alinea anterior, os pontos A, B e C nao sao colineares. Logo, nestas condicoes, estes trés pontos

definem um tnico plano P. Um vector perpendicular ao plano P é, por exemplo,

/Té X /1—622 —261 — 262 + 4637

e] ez e3
-2 2 0
-2 0 -1

conforme se deduz da mneménica . Assim, uma equacao geral do plano P é

—2z —-2y+42+d=0,

onde

d=2x242x0-4x0=4,

uma vez que o ponto A pertence ao plano P.

Para se poder concluir que a recta R é estritamente paralela ao plano P, é suficiente verificar o

seguinte:
(1) D&P;
(2) uL (AB x AC).

Ora, =2 x1—2x(-=1)+4x0+4+#0. Logo o ponto D nao pertence ao plano P. Por outro lado,

ul(AB x AC) = 4 x (—2) + (=2) x (=2) + 1 x 4 =0,
ficando provado o ponto (2).

Admita-se que AB tem caracteristica n. Nestas condig¢oes valem as seguintes equivaléncias:

r(AB)=n AB ¢ invertivel
|AB| #0
[A]#0 e |B[#0

A e B sao invertiveis

r(A)=n e r(B)=n.

[ A A

Como AB =0 e B é uma matriz invertivel, entao

(AB)B~' =0B7!
ABB Y =0
Al, =0
A =0,
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como se pretendia mostrar.

9. (a) Atendendo a hipétese tem-se que:

A=A
|A¥| = |A]
AlF = |A].

Logo

AP —]Al=0 = [A|(|A* -1 =0
= JA|=0V |4 =1
= |A|=0V |4 =1
(Atenda-se ao facto de k ser par e, portanto, k — 1 ser fmpar, pelo que, em R, [A|F~1 = 1 se, e 56 se,
|A] = 1).

(b) Admita-se que a € R é valor préprio da matriz A. Entao, existe X € M, x1(R), X ndo nulo, tal que

AX = aX. Demonstre-se, por inducdo matemética, que A*X = o*X, para qualquer k € N. Para
k =1 obtém-se a proposicao verdadeira
A'X = AX = aX =ad'X.

Admita-se como hipétese de inducio que A¥X = a*X, com k € N. Para k + 1 tem-se que

AMFLX — (44AMX
= A(A*X)
(por hipétese de indugao)

Logo, pelo principio de inducao matemética, pode-se concluir que para qualquer k € N, A*X = o X.
Atendendo a que por hipétese A* = A,
aX = AX = AFX = oFX

e como X é nao nulo, necessariamente a* = a. Por argumentos anilogos aos da alinea (a), também

neste caso, se o —a =0, entdo a =0 ou a = 1.



