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Algebra Linear e Geometria Analitica B
Departamento de Matematica FCT-UNL

Epoca Normal — 24 de Janeiro de 2006

1. Considere as matrizes

1 2 2 1
1 0 -2
A:[O ) 1]EM2X3(R), B=| -2 1| eMs2R)eC=1]0 0 2| €Msxs(R).
-1 3 6 3 4

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

A matriz B tem caracteristica 2.

E A matriz A estd em forma de escada reduzida.

A matriz AB € Mayx2(R) e o elemento da linha 1 e coluna 2 de tal matriz é —4.
@ A matriz C é invertivel.

a b c
2. Sejam A= | d e f | €Msx3(R), com |A] =a#0,e B e Msgxs(R), com |B|=g.
g h 1

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

a b c
g h i =aq.
—d —e —f
A é invertivel e [2A71| :g.
a d 3g
b e 3h|=%.
c f 3i
[D] |42BT| = a?8.

3. Considere os subespacos vectoriais de R?

F={(a,b,c) eR*:a=b—c} e G=((-2,0,2),(1,3,2)).

Apenas uma das seguintes afirmacoes ¢ FALSA. Indique qual é.
((1,1,0),(—1,0,1)) é uma base de F.

dim G = 2.

dim(F 4+ G) = 2.

[D] dim(FNG) =1.

{Continua no verso desta folha]
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4. Para «, 3 € R, considere o sistema de equagoes lineares, nas incégnitas x,y, z, w, sobre R:

r+y—2w=1
—z4+(a—1)y—24+2w=0
2z +w = .
oy —z+ow =0

Apenas uma das seguintes afirmagdes é FALSA. Indique qual é.

Se a # 0 entdo, qualquer que seja 3 € R, o sistema é possivel.

Se a« =0e =1 entao o conjunto das solugoes do sistema é

{(a,b,c,d) eR*:a+b=3Ab=—1Ad=1}.

Se a« =0e =1 entao o sistema é possivel indeterminado, com grau de indeterminagao 1.
@ Se a =0e (8 # 1 entao o sistema é impossivel.
5. Seja (O;ey, 2, e3) um referencial ortonormado directo de R?. Considere a recta R que passa pelos pontos
A=(0,1,0) e B=(2,1,2) e arecta 8 de equacao vectorial
(x,y,2) = (1,1,1) + A\(-1,-1,1), A eR.

Apenas uma das seguintes afirmagoes ¢ FALSA. Indique qual é.

As rectas R e § ndo tém a mesma direcgao.

O ponto (1,1,1) pertence a ambas as rectas R e 8.

As rectas R e S sdo concorrentes e uma equacao geral do plano que as contém é x — 2y — z + 2 = 0.

@ T =z e y = 2 sao equagoes normais da recta R.

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

A/B|C|D

Nome:

Numero de caderno:‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Rl Rl R

Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opgao que considerar

adequada.
Caso assinale uma opgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X a sua nova opgao.

Para cada um dos grupos de escolha multipla, a cotagao atribuida é a seguinte:

* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
* Se responder correctamente: +1,5 valores;

* Se responder erradamente: —0,5 valores.

A classificacdo da parte de escolha miultipla (Grupos 1 a 5) é dada por max {0,cly },

onde cly; designa a soma das classificagoes obtidas nos cinco grupos de escolha multipla.



[Cotacio]

[1.0]

[1.0]

[2.0]

[1.5]
[1.0]

[1.0]

[1.0]

[1.0]

[1.0]

[2.0]
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[Sé serdo consideradas certas as respostas devidamente justificadas. Mude de folha sempre que mudar de gmpg.)

6. Considere a matriz

1 0 -1
A=10 3 -3 | &Msu3(R).
0 2 -2

1
1
1

Sem determinar os valores préprios de A, justifique que € Msx1(R) é um vector préprio de A

e indique o valor préprio correspondente.
Determine os valores préprios de A e as respectivas multiplicidades algébricas.

Indique, justificando, se A é diagonalizavel.

Mude de Folha

7. Seja f : R — Max2(R) a aplicacdo linear tal que

fla,b,c) = { a , para todo (a,b,c) € R3.

c a+c

Determine o nicleo de f e uma sua base.
Sem determinar a imagem de f, determine a sua dimensao.
Sendo B; a base canénica de R® e considerando a base de Max2(R) dada por

‘B&:([O 0},[0 ! 2 O},[ 0 0}>,determineamatriz
0 1 0 0 0 0 -1 0

)

M(fz‘Blva/l)v

isto é, a matriz da aplicacdo linear f em relacdo as bases By e B/ de R? e May2(R), respectivamente.

Sendo B; e B} as bases indicadas em (c) e By a base de R? ((0,1,0),(1,0,0),(0,0,2)), determine a

matriz M(f; Bo, B} ), usando matrizes de mudanga de base.

Mude de Folha

8. Seja A € M, (R) tal que A2 424 =1,.

Mostre que:

(a)
(b)

A é invertivel.

—2 néao ¢é valor préprio de A.

9. Seja E um espago vectorial sobre R de dimensao n e seja (eq,...,e,) uma base de E. Demonstre que,

qualquer que seja u € F, existem escalares aq,...,a, € R, Gnicos, tais que

U =qaie] + -+ aneé,.

Fim
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Uma resolugdo

i
<

. B

. D

1 0 1 0 -1 1 0 1 1
(a) Como[l #[o}e 0 3 3}{1}:{0}:0[1},pordeﬁnigéo,{11évectorpréprio
1 0 0 2 -2 1

de A associado ao valor préprio 0.

(b) O polindmio caracteristico de A é

11—z 0 -1
0 3—z -3
0 2 —2—z

|A — :L‘Ig| =

=(1-2)[B—2)(-2—2)+6]=—(1—2).
Assim os valores préprios de A, sendo os zeros reais do polinémio caracteristico, sdo:

1, que por ser uma raiz dupla tem multiplicidade algébrica igual a 2 e

0, que por ser uma raiz simples tem multiplicidade algébrica igual a 1.

(¢) Subespago préprio associado ao valor préprio 1:

{1

Célculo auxiliar:

(SRS

S M3X1(R) : A|:

[

0 0 —-1] o0 0 2 -3] o0 o 2 3| 0] _
[A—IL0l=| 0 2 3| 0| &=l 0 0 1| 0| &+(-1)6| 0 0 -1 0
0 2 -3] 0 0 2 -3] 0 00 0] 0
0 2 -3] o0 0o 2 0| 0 1 0] o0
(-] 0 0o 1] 0| &a+361 0 0o 1| o0ofle|o oo 1] o] (feer)
00 0] o0 0 0 0| 0 00 0| 0
Logo,
a a
M, = b | EMsx1(R):b=0Ac= = 0|:a€eR
c | 0
1 1
=<al o |:aeR)= 0 .
0 0
1 0 1
Dadoque | 0 | # | o | entdo a sequéncia 0 ¢ linearmente independente e como também é
0 0 0

1
geradora, conclui-se que { 0 1 é uma base de M; e portanto mg(1) = dim M; = 1.
0
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Subespago préprio associado ao valor préprio 0:

v

Célculo auxiliar:

1o -1 o] __[1 o -1]o0 10 1] o0
[A0)=| 0 3 —3 | 0| 32| o —1| 0| &Gieae| 0o 1 -1 | o | (fer.)
0 2 -2 0 0 2| 0 00 0] o0
Logo,
MO{[b Gngl(R):ac/\bc}{{ :CGR}
1 1
=qc| 1 |:ceRp= 1 .
1 1
1 0 1
Dadoque | 1 | # | o | entdo a sequéncia 1 é linearmente independente e como também é
1 0 1

1
geradora, conclui-se que <{ 1 1 ) é uma base de My e portanto mg(0) = dim My = 1.
1

A matriz A € Ms«3(R) é diagonalizédvel se, e sé se, mg(1) + mg(0) = 3 (ordem de A).
Ora mg(1) + mg(0) = 2 # 3 e portanto A nao é diagonalizavel.

7. (a) Tem-se que
Nucf = {(a,b,c) eR3: f(a,b,c)= [ o o }}

= {(a,b,c) eR?: { a 2

= {(a,b,c) ER3:a=0A2c=0Ac=0Aa+c=0}
= {(a,b,c) ER3*:a=0Ac=0}

= {(0,b,0) e R?: b c R}

= {b(0,1,0) e R3:be R}

= ((0,1,0))
Dado que (0, 1,0) # (0,0,0) entao a sequéncia ((0,1,0)) é linearmente independente e como também

é geradora de Nucf, conclui-se que ((0,1,0)) é uma base deste subespago.

(b) Por (a) dim Nucf = 1, assim

dimR?® = dimNucf+dimImf <
3 = 1+dimImf &
dimImf = 2.
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(¢) Tem-se que:

_ [t o]_ 4]0 o] [0 1] 1 0 0
f(1,0,0) = Lo 1] 1_0 1_+0_0 0_+2[0 0}+0[— 0}
_JTo o] _ [0 o] [0 1] 2 0 0 o
£(0,1,0) = o o__O_o 1_+0_0 0_+O[0 0}4—0[—1 o}
[0 27 _ [0 o] [0 1] 2 0 B 0 0
£(0,0,1) = 11 ] 1_0 1_+2_0 0_+0[0 0}—’—(1){—1 0}
Logo,
1 0 1
0 O 2
M(f;Bq,By) =
(f; B1,BY) Ly o
0 0 -1

(d) Por um resultado tedrico,

M(f; Bz, BY) = M(f; By, B])M(idgs; B2, B1),

onde M(idgs; Ba, B1) designa a matriz de mudanca de base (Ba, B1).

Como

idgs (0,1,0) = (0,1,0) = 0(1,0,0) + 1(0,1,0) -+ 0(0,0,1)
idgs(1,0,0) = (1,0,0) = 1(1,0,0) + 0(0,1,0) + 0(0,0,1)
idgs(0,0,2) = (0,0,2) = 0(1,0,0) + 0(0,1,0) + 2(0,0,1)

0 1 0
temos que M(idgs; B2, B1) =] 1 0 0
0 0 2
Portanto,
1 0 1 0 1 2
0 0 2 010 0 0 4
M(f7327{B/1): 1 oo = 1
0 0 0 3 0
0 0 2
0 0 -1 0 0 -2
8. (a) Tem-se que
A2 424 =1, A(A+2L,) =1, = |A(A+2L,)| = |I,| =1 & |A||A+2I,| = 1. (1)

Assim, |A| # 0 e portanto A é uma matriz invertivel.

(b) Por (1) temos que |A + 21| = |A — (=2)I,,)| # 0 e portanto —2 ndo é um valor préprio de A.
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9. Sejau € E. Como (ey,...,e,) é uma base de E, em particular é um conjunto gerador de F, assim,

existem escalares aq,...,a, € R, tais que
u=are; + -+ apey.
Provemos a unicidade de tais escalares. Suponhamos que
u:alel+"’+anen:ﬂ161+"'+ﬂnen

com Qq,...,a, € Re f,...,0, € R. Entao

(a1 = pBr)er + -+ (an — Bn)en = 0p

Como (eq,...,e,) é uma sequéncia linearmente independente, pelo Critério de Independéncia Linear
concluimos que

ar—Pi=...=an—Fp=0r
ou seja,

alzﬂla"'aan:ﬁn-



