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Algebra Linear e Geometria Analitica B
Departamento de Matemdtica FCT-UNL
Segundo Teste — 6 de Janeiro de 2006

1. Considere a aplicacio linear f : R? — R* tal que

f(a,b,c) = (a+b,c,0,c), para todo (a,b,c) € R3.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.
Imf = (f(1,0,0), f(0,1,0), £(0,0, 1).

Nucf = {(=b,b,0) : b € R}.

f nao é injectiva.

@ dimImf = 3.

2. Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

dim May3(R) = dim RS
Se F = ((1,1,2),(0,1,2),(1,2,4), (3,4,8)) entdo dim F = 2.

dim R3 = dim Rs][z].

Sendo Rs[z] o espago vectorial dos polindémios, na varidvel x, com coeficientes reais, de grau menor

ou igual a 3.

@SeG:{[a 2]Ej\/fzxz(R):a:dAb:—c}entéo([1 0],[0 é])éumabasedeG.

c 0 1 1
3. Considere em R3 as bases
B1=((1,-1,0),(2,1,3),(0,0,4)), B} =((1,1,1),(0,1,1),(0,0,1))
By =((0,0,4),(1,-1,0),(2,1,3)), B, =((0,0,1),(0,1,0),(1,0,0)).

Seja f : R? — R3 a aplicacdo linear tal que

1 5
M(f;B1,BY) =14 0
5 1

o w
I
BN

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.
M(f; Ba, B}) = AM(idgs; Ba, By).
M(f; Bz, By) = M(idgs; By, Bi) AM(idgs; BY, Bf).
£(2,1,3) = (5.5,6).
1

[D] M(idgs; B, BY) = | 1
1

S = o
S O =

[Continua no verso desta foIhaJ
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4. Seja A € M3x3(R) tal que

1 1 0
Al 1| =21 |,A 3|1 =2 eA|l o | =
2 2 -1 -1 1

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

A tem o valor préprio zero.
O polinémio caracteristico de A é —(z — 2)%z.

A nao é invertivel.

1 0 2 0 0
@ A nao é diagonalizévelese P=| 1 3 0 | entaio P"'AP=|0 0 0
2 -1 0 0 2

5. Seja (O;eq, ea, e3) um referencial ortonormado directo. Considere os pontos

A= (=1,0,4), B=(2,0,1) e C = (—1,3,1).

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Os pontos A, B e C definem um tridangulo cuja area é 92£
A~ -3 A Ve

O angulo formado pelos vectores AB e AC é 3.

O vector w = ey + Hes — ez é perpendicular ao vector A—B)

@ O triangulo cujos vértices sdo os pontos A, B e C é is6sceles.

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

A/B|C|D

Nome:

Nimero de caderno: | | | [ [ [ [ | [ |

RNl R

Notas

1 - Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opgao que considerar

adequada.
2 - Caso assinale uma opcgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X a sua nova opgao.

3 - Para cada um dos grupos de escolha miultipla, a cotagcao atribuida é a seguinte:
* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
* Se responder correctamente: +1,8 valores;
* Se responder erradamente: —0,6 valores.

4 - A classificagdo da parte de escolha miiltipla (Grupos 1 a 5) é dada por

max {0, clp },

onde cly; designa a soma das classificagoes obtidas nos cinco grupos de escolha multipla.
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(Sc’) serdo consideradas certas as respostas devidamente justificadas. Mude de folha sempre que mudar de gmpg.]

[Cotagio]

6. Considere a matriz

-1 0 0
A= 2 3 2| €Msx3(R).
1 -1
[1.0] (a) Determine os valores préprios de A e as respectivas multiplicidades algébricas.
[2.0] (b) Indique uma base para cada um dos subespagos préprios de A.

[1.0] (¢) Mostre que A nao é diagonalizével.

Mude de Folha

7. Seja (O;eq,e2,e3) um referencial ortonormado directo. Considere os pontos
A=(-1,0,4), B=(2,0,1) e C = (5,3,1).

[1.5] (a) Indique equagdes normais da recta R que passa pelos pontos A e B.

[1.5] (b) Determine uma equagdo geral do plano P que passa pelos pontos A, B e C.

Mude de Folha

[2.00 8. (a) Seja A € M,xn(R) e X € M, x1(R) um vector préprio de A associado ao valor préprio a.. Mostre
que, qualquer que seja 3 € R, X é também vector préprio da matriz A — (1, e indique o valor préprio

correspondente.

[2.0] (b) Seja B € M,,x»(R) uma matriz tal que
(B+1I1,)B"=B+1,)".
Justifique que se det B = —1 entao —1 é valor préprio de B.

Fim
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Uma resolugdo

(a) O polinémio caracteristico de A é

—1—-z 0

|A*I13|: 2 3—x

1 0

2P 4 _1\1+1 3—x 2
e [Fe-aey 2

=(-1-2)B3-2)(-1-2)=(-1-2)*3 —2).

Assim os valores préprios de A, sendo os zeros reais do polindémio caracteristico, sao:

—1 com multiplicidade algébrica igual a 2 e

3 com multiplicidade algébrica igual a 1.

(b) Subespago préprio associado ao valor préprio —1:

M1:{|:b‘|€M3><1(R):A b
Calculo auxiliar:
0 0o ol o
[A+I500]=]| 2 4 2| o
1 0 0] o0
_[1 0o oo
ilo 1 L | o
0 0 ol o0

Logo,

o

0

i)

IS)

o
[
m
&

X
=
=
N
_l’_
£

o

0 0
Dado que [ -1 } #* [ 0 } entao o sistema ([ -1 ]) ¢é linearmente independente e como também
1 1

é gerador de M_1, conclui-se que ({ -

= N o

}) é uma base deste subespaco.
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Subespagco préprio associado ao valor préprio 3:

T -2

C

Q

M3:{|:(Z:|€M3X1(R)ZA

C

Célculo auxiliar:

—4 10 o] o 10 o] o]_,
[A=3L0=| 2 o 2| 0| (-2 2 0o 2| o [2IEN 0 0 2] 0
1 0 —4] 0 1 0 -4 0 00 -4 0
[t 0o oo 1 0 0] o
50 00 1| 0 |&+4aslo o 1| o] (feer.)
00 —4] 0 00 0] o0

Logo,

0 0 0
Dado que [ 1 } # [ 0 } entao o sistema ([ 1 }) ¢ linearmente independente e como também é
0 0 0

0
gerador de M3, conclui-se que ([ 1 }) é uma base deste subespaco.
0
(¢) A € Msx3(R) é diagonalizdvel se, e s6 se, mg(—1) + mg(3) = 3 (ordem de A). Ora mg(—1) =

dimM_; =1 e mg(3) = dimM; = 1. Entdo mg(—1) + mg(3) = 2 # 3 e portanto A nao é

diagonalizavel.

7. (a) A e B sao dois pontos de R?, com A # B. Existe uma, e uma s6, recta que passa pelos pontos A
e B. Considerando como ponto de R, por exemplo, o ponto A e como vector com a direc¢ao de R,

por exemplo, o vector AB=DB- A= (3,0, —3), temos que
(x’y7z) = (_17074)+A(3’0’ _3) 7A ER

é uma equacao vectorial da recta R. Desta equagao obtemos o seguinte sistema de equacOes pa-

ramétricas de R:

r=—14+3\
y=0 , AeR.
z=4—3\

z4+1 _ z—4
Entao { 3 —3  sfo equacbes normais da recta R.
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(b) Uma vez que AD = (3,0,-3) e AC=C— A= (6,3,—3) e, portanto, ADB + aA—d para qualquer
a € R, concluimos que os vectores AB e A—C)v sdo linearmente independentes. Assim, o plano P esta
univocamente determinado, ou seja, existe um e um sé plano que passa pelos pontos A, B e C.

O vector w = AB x A_C)1 é, por definicdo de produto externo, um vector perpendicular ao plano.

Calculando esse vector, utilizando a conhecida mneménica,

€1 €2 €3
3 0 =3
6 3 -3

concluimos que w = (9, -9, 9).

Assim o plano P tem uma equacao geral da forma
92 -9y +92+d =0.
Como o plano P passa no ponto A = (—1,0,4) concluimos que
Ix(-1)—9x0+9%x4+d=0

isto é, d = —27.
Assim
92 — 9y + 92 — 27 =0,

ou equivalentemente,

r—y+2—-3=0
é uma equacao geral do plano P.

8. (a) Como X € M,x1(R) é um vector préprio de A € M, x,(R) associado ao valor préprio a entdo

X #0,x1 e AX = aX. Logo, qualquer que seja 8 € R,

= aX - B(I,X)
=aX — 06X
= (a—-p)X.

Entao X é vector préprio da matriz A — 81, € M,,«,(R) associado ao valor préprio o — (.

(b) Como (B +1,)B" = (B +1,)" entdo
(B+L)B'|=|(B+ 1) | & |(B+L)|B|=|(B+1)| & |(B+L)||B| = [(B+1,)|-

Mas |B| = —1 donde —|(B+1,)| = |(B+1I,)|. Logo |B+1I,| = 0. Dado que |B—(—1)I,| = |B+1I,| =0

concluimos que —1 é valor préprio de B.



