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Algebra Linear e Geometria Analitica B
Departamento de Matemdatica FCT-UNL
Exame de Recurso — 13 de Fevereiro de 2007

10 1 0 =3

1. Sejam A = [ 011 ] € Maxs(R)e B=| —1 % € Msx2(R).
1 1
2

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

AB = L.

A é invertivel e A~! = B.

AB # BA.
D] A(BA) = A.

2. Considere o sistema de quatro equagoes lineares nas incognitas x,y, z e w:

r+y+z+aoaw=0

ar +2y+ oz +a’w =1

B+ By + az + (Ba)w = —1
z4+y+z+(a+8-3w=a+p

(5)

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Se a = 3, o sistema é impossivel.
Paraa=0e =1, (—%, %, 1, —%) é a tunica solugao do sistema.
b

Paraaz—?)eﬁz?), (—%

@ Para a =1 e § = 2, a matriz simples do sistema é invertivel.

%, %, 0) é a tnica solugao do sistema.

3. Sejam F = {(z,y,2,w) ER*: x =2y Az = 3w} e G = ((2,1,0,0),(0,2,1,3),(0,0,0,1)).

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

dim F = 2.
(6,-1,-2,—1) € G.
(2,1,0,0) € FNG.
D] dim G = 4.

[Continua no verso desta foIhaJ
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a b c
4. Seja A= | d e f | €Msx3(R) tal que det A = —6.
g h 1

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

d e f
a b c |=6.
g h i
det(—A) = — det A.
2d 2 2f
g h i |=-12.
a b ¢

@ A é invertivel e |[A™Y] = 6.
5. Considere um referencial ortonormado directo (O;eq,eq,e3), os pontos A = (1,0,1), B = (2,0,0) e
C =(0,1,0) e ainda o vector u = (0,—1,2).

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

As equagoes y = 0 Az — 1 =1 — z sdo equagdes cartesianas da recta AB.

Uma equagéo geral do plano que contém os pontos A, Be C éx+2y+2z—2=0.
— —

O volume do paralelipipedo determinado pelos vectores AB, BC' e u é 4.

—_— = B
@ Os vectores AB, BC' e u sao complanares.

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

A|/B|C|D

Nome:

Nimero de caderno: [ | | [ [ [ [ [ [ |

ARl R

Notas

1 - Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opgao que considerar

adequada.
2 - Caso assinale uma opcgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X a sua nova opgao.

3 - Para cada um dos grupos de escolha multipla, a cotacao atribuida é a seguinte:
* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
* Se responder correctamente: +1,5 valores;
* Se responder erradamente: —0,5 valores.

4 - A classificagao da parte de escolha miltipla (Grupos 1 a 5) é dada por

max {0, cly },

onde cly; designa a soma das classificagoes obtidas nos cinco grupos de escolha multipla.
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1. Sejam F = {(z,y,z,w) ER*: 2 =2y Az = 3w} e G = ((2,1,0,0),(0,2,1,3),(0,0,0,1)).

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

dim G = 4.
(6,—1,-2,—1) € G.
dim F = 2.

D] (2,1,0,0) e FNG.

2. Considere um referencial ortonormado directo (O;eq,es,e3), os pontos A = (1,0,1), B = (2,0,0) e
C =(0,1,0) e ainda o vector u = (0,—1, 2).

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.
. Z. . -3 5S4 7
O volume do paralelipipedo determinado pelos vectores AB, BC e u é 4.
Uma equagdo geral do plano que contém os pontos A, Be C éxz+2y+2z—2=0.
—_— — N
Os vectores AB, BC' e u sdo complanares.

@ As equagbes y = 0 A x — 1 =1 — z s@o equagdes cartesianas da recta AB.

3. Considere o sistema de quatro equagoes lineares nas incognitas x,y, z e w:

r+y+z+aw=0
arx+2y+az+tw=1

Br + By + az + (Ba)w = —1
r4+y+tz+(a+B-3Nw=a+p

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Paraa=-3e =3, (—%, %, %, 0) é a tnica solugao do sistema.
1

Paraa:()eﬂ:l, (-3,11,

Para a =1 e § = 2, a matriz simples do sistema é invertivel.

) é a tnica solucdo do sistema.

@ Se a = 3, o sistema é impossivel.

[Continua no verso desta foIhaJ
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0o -1
) 1 01 2
4. Sejam A = 011 € Mox3(R)e B=| —1 % € Msx2(R).
1 1
2

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

AB = .
A(BA) = A.

A é invertivel e A~1 = B.

D] AB # BA.
a b c
5. Seja A= | d e f | €Msx3(R) tal que det A = —6.
g h 1

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

A ¢é invertivel e |[A™Y] = 6.

2d 2 2f
Bl| g h i |=-12
a b ¢

det(—A) = — det A.
f
D] c

e
b =6.
h

.

Q@ o Q

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

A|/B|C|D

Nome:

Nimero de caderno: | | | [ [ [ [ | [ |

SRRl R

Notas
1 - Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opgao que considerar
adequada.
2 - Caso assinale uma opcgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X a sua nova opgao.

3 - Para cada um dos grupos de escolha multipla, a cotagao atribuida é a seguinte:
* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
* Se responder correctamente: +1,5 valores;
* Se responder erradamente: —0,5 valores.

4 - A classificacdo da parte de escolha miltipla (Grupos 1 a 5) é dada por

max {0, cly },
onde cly; designa a soma das classificagoes obtidas nos cinco grupos de escolha multipla.
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a b c
1. SejaA=| d e f | €Msx3(R) tal que det A = —6.
g h 1

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

det(—A) = — det A.

2 2 2f
g h i |=-12
a b ¢
A é invertivel e |[A7!| = 6.
d e f
@ a b ¢ |=6.
g h 1
o -1
, 0 1 2
2. Sejam A = 011 € Maxs(R)e B=| —1 1| € Mzx2(R).
1 1
2

Apenas uma das seguintes afirmagdes é FALSA. Indique qual é.

A é invertivel e A~! = B.
A(BA) = A.
AB = I,.
D] AB # BA.
3. Considere um referencial ortonormado directo (O;eq, e, e3), os pontos A = (1,0,1), B = (2,0,0) e
C =(0,1,0) e ainda o vector u = (0, —1, 2).

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

. 7. . - 53 7’
O volume do paralelipipedo determinado pelos vectores AB, BC' e u é 4.
As equagbes y = 0 A x — 1 =1 — 2z s@o equagdes cartesianas da recta AB.
Uma equagao geral do plano que contém os pontos A, Be C éx+2y+2z—2=0.

—_— — B
@ Os vectores AB, BC' e u sdo complanares.

{Continua no verso desta folha}
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4. Sejam F = {(z,y,2,w) e R*: z =2y A2 =3w} e G =((2,1,0,0),(0,2,1,3),(0,0,0,1)).

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

(2,1,0,0) € FNG.
[B] (6,-1,-2,-1) € G.
dim G = 4.
D] dim F = 2.

5. Considere o sistema de quatro equagoes lineares nas incégnitas z,y, z e w:

z+y+z+ow=0

ax +2y+az+aclw=1

Bx + By + az + (Ba)w = —1
z4+y+z+(a+pf-3w=a+p

(5)

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Paraa=-3e =3, (—é—(l), %, %,O) é a 1nica solucdo do sistema.

Se a = 3, o sistema é impossivel.
Para a =1 e 8 = 2, a matriz simples do sistema é invertivel.

@ Paraa=0e =1, (—2,1,1,—1) é a tinica solucio do sistema.

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

A|/B|C|D

Nome:

Nimero de caderno: | | | [ [ [ [ [ [ |

ARl

Notas

1 - Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opgao que considerar

adequada.
2 - Caso assinale uma opgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X a sua nova opgao.

3 - Para cada um dos grupos de escolha multipla, a cotacao atribuida é a seguinte:

* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
* Se responder correctamente: +1,5 valores;
* Se responder erradamente: —0,5 valores.

4 - A classificagao da parte de escolha miiltipla (Grupos 1 a 5) é dada por

max {0, cly },

onde cly; designa a soma das classificagoes obtidas nos cinco grupos de escolha multipla.
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1. Considere o sistema de quatro equagoes lineares nas incégnitas x,y, z e w:

z+y+z+aw=0

ar +2y+az+atw=1

Bz + By + az + (fa)w = —1
r+y+z+(a+pf-3w=a+p

(5)

Apenas uma das seguintes afirmagdes é FALSA. Indique qual é.

Para a =1 e 8 = 2, a matriz simples do sistema é invertivel.

Se a = 3, o sistema é impossivel.

Para o = =3 e 3 =3, (—45,%,%,0) é a tinica solugao do sistema.
17

)
@ Paraa=0e =1, (—3,1,1,—3) é a tinica solucdo do sistema.

a b c
2. SejaA=|d e f | €Msx3(R) tal que det A = —6.
g h 1

Apenas uma das seguintes afirmagdes é FALSA. Indique qual é.

det(—A) = — det A.
f
c

e
b =6.
h

@ o <«

.

A é invertivel e |[A7Y| = 6.

2d 2e 2f
D] g n i |=-12
a b ¢
0o -1
, 1 01 2
3. Sejam A = 011 € Maxs(R)e B=| —1 % € Msx2(R).
1 1
2

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

A é invertivel ¢ A' = B.
A(BA) = A.

AB # BA.

D] AB = I.

(Continua no verso desta foIhaJ
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4. Considere um referencial ortonormado directo (O;eq,eq,e3), os pontos A = (1,0,1), B = (2,0,0) e
C =(0,1,0) e ainda o vector u = (0,—1, 2).

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

As equagoes y = 0 Az — 1 =1 — z sdo equagdes cartesianas da recta AB.
—_— = 5
Os vectores AB, BC' e u sao complanares.
. ’ . -3 =3 ’
O volume do paralelipipedo determinado pelos vectores AB, BC' e u é 4.

@ Uma equagao geral do plano que contém os pontos A, Be C éx+2y+2z—2=0.

5. Sejam F = {(z,y,z,w) ER*: x =2y Az = 3w} e G = ((2,1,0,0),(0,2,1,3),(0,0,0,1)).

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

(2,1,0,0) € FNG.
B dim F = 2.
dim G = 4.
D] (6,-1,-2,-1) e G.

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

A|/B|C|D

Nome:

Nimero de caderno:[ | | | | | | | | |

Rl Rl R R

Notas

1 - Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opgao que considerar

adequada.
2 - Caso assinale uma opgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X a sua nova opgao.

3 - Para cada um dos grupos de escolha multipla, a cotagao atribuida é a seguinte:

* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
* Se responder correctamente: +1,5 valores;
* Se responder erradamente: —0,5 valores.

4 - A classificagao da parte de escolha miiltipla (Grupos 1 a 5) é dada por

max {0, cly },

onde cly; designa a soma das classificagoes obtidas nos cinco grupos de escolha maultipla.
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[Sé serdo consideradas certas as respostas devidamente justificadas. Mude de folha sempre que mudar de gmpg.]

[Cotagio]

[45] 6. Seja f: Max2(R) — R? a aplicacdo linear definida por

f([i ZD — (a+b,c+d,0).

(a) Determine uma base para o Nuc f.
0 1 11 0 0
9 ) ) de M2><2(R) €
1 0 0 0 0 1

1 0
By = ((17 1, 1)7 (17 170)7 (17070)) de R?.

(b) Considere as bases By = ([ 01
Determine A = M(f; B1, B2).

(¢) Mostre que dim Nuc f = dimIm f = 2. Conclua, justificando, que f nao é injectiva nem sobrejectiva.

(d) Utilizando matrizes de mudanga de base, determine B = M(f; B1, b.c.gs), onde b.c.gs designa a base

canénica de R3

Mude de Folha

2 3
2 0 O
[45] 7. sejaAzg 2 -2 0 ZEngg(R)Z
—2 4 2

(a) Determine os valores préprios de A e as respectivas multiplicidades algébricas.
(b) Determine uma base para cada um dos subespagos préprios de A.

(¢) Indique a multiplicidade geométrica de cada um dos valores préprios de A e diga, justificando, se A

é diagonalizavel.

(d) Indique uma matriz diagonal D semelhante a A e uma matriz invertivel P tais que P"1AP = D.

Mude de Folha

[20] 8. Seja A € M,,»,(R) uma matriz que verifica: 24* — A% = I,,.

(a) Justifique que A é invertivel e indique a inversa de A.

(b) Verifique que % nao é valor préprio de A2.

Mude de Folha

[1.5] 9. Mostre que, se A € M,,x,(K) e X é um vector préprio de A associado ao valor préprio a € K, entdao X é

vector préprio de AP, p € N, associado ao valor préprio of.

Fim
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Uma resolugdo

Escolha Multipla

1. | 2. ] 3. ] 4. | 5.
VerssoA | B| C | D |D|C
VerssoB| A|A|A|C|A
VersstoC | C | A | A | C| A
VerssoD | C | C | A | C | C

b b
6. (a) Por definigdo, Nuc f = {[ “ p ] € Maxa(R) : f (l ¢ g ]) = (0,0,0)}. Entéao, os elementos

c c

b=0 =—
do Nuc f sao as solugoes do sistema: ot & “
c+d=0 =

Assim,

Z
o
o
(g
—N—
| —
(ST~
| |
(o)
[
8
(o)
m
=
——
Il
—N—
IS
—
S =
|
S o~

Il
/\
| —
(e
o |

—_
| I

-1 0 0
Como os vectores [ 0 ] e [ ] nao sao miltiplos um do outro, sao linearmente inde-

0 1 -1
1 -1 0 0
pendentes, pelo que , é uma base do Nuc f.
0 0 1 -1
(b) Temos:
"1 o]
f( 01 ) =(1,1,0) =0(1,1,1) + 1(1,1,0) + 0(1, 0,0),
o 1]
f Lo =(1,1,0) =0(1,1,1) + 1(1,1,0) +0(1,0,0),

~

~

(0,1,0) = 0(1,1,1) + 1(1,1,0) + (=1)(1,0,0). Assim,

( ) (2,0,0) = 0(1,1,1) + 0(1,1,0) 4+ 2(1,0,0) e

o O O =
= o O =

2

w

UNN

0 0 O
M(f; By, Ba) §1 10
0 0 2

(¢) Tendo em conta a base encontrada em (a), dim Nuc f = 2 # 0, donde f nao ¢ injectiva. Por outro

lado, atendendo ao teorema das dimensoes:
dim May2(R) = dim Nuc f 4+ dimIm f < 4 = 2 4+ dim Im f,

donde dimIm f = 2 < 3 = dimR3. Logo, f ndo é sobrejectiva.
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(d)

Consideremos o esquema seguinte:

Bq My ——R3 Bo

R3 b.c.
Sendo A = M(f;B1,B2) e P = M(idgs; Ba,b.c. Rs) tem-se

2 3 2 3
1 0 0 O 1 1 2 0
:M(f§‘Blvb~c-R3):PA:§1 1 oﬁﬁl 10 Z:ﬁl 10 12.
1 0 0 00 2 -1 0 0 0 O
Os valores préprios de A sdo as raizes do polinémio caracteristico de A:
2—A 0 0
pN)=]A-X3|=] 2 —2—-X 0 |=(2-)*(-2-)),
—2 4 2—A

tendo em conta que se trata do determinante de uma matriz triangular inferior. Por outro lado,
p(A) =0< XA =2V A= -2, donde os valores préprios de A sdo 2 e -2. Além disso, m.a.(2)=2 e
m.a.(-2)=1.

O subespago préprio de A associado ao valor préprio 2 é My = {X € Mszx1(R) : (A —2I3)X = 0}.

Considerando a matriz simples do sistema em causa,

2 3
" 2 0
l3+1 l
A—213=§ 2 —4 023“%2 —4 oél §0 0 oé §0 0 0L
=) 0 0 0 0 00

ceR b,ceR

5 ., . 5 . a—2b=0 a=2b
Entao, Ms é o conjunto-solucao do sistema & , donde
2
1
0

= o O

C
2 3 2
2 0
Os vectoresg 1 éeg 0

2 3% 31

Logo, g 1 zg 0 é é uma base de Mj.
0 1

Procedendo de forma analoga em relagao ao valor préprio -2, temos

3
é sao linearmente independentes, ji que nao sao multiplos um do outro.

M_o = {X S M3X1(R) : (A — (—2)[3)X = 0}

2 3 2
4 0 0
Da matriz A — (=2)I3 = g 2 0 0 é obtemos a forma de escada reduzida g 01 1 Z, que
-2 4 4 0 0 0

a=0
corresponde ao sistema, { Z N b=—c

ceR

2 3 2 3 2 3
0 0 0

Assim, M_o = g cé ceR cg—lé ceR :<§—lé>
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2 3 2 3 2 3

0 0 0
Como § -1 é =+ § 0 é, trata-se de um vector linearmente independente, pelo que g -1 é é

1 0 1
uma base de M_s.

Temos m.g.(2)=dim M>=2 e m.g.(-2)=dim M_5=1. Por outro lado, m.g.(2)+m.g.(-2)=2+1=ordem
de A, donde A é diagonalizavel.

Atendendo as bases encontradas em (k) e aos valorgs proprios correspondentes, basta considerar, por
2 0 0
02 0 é

2

Da hipétese, pondo A em evidéncia, concluimos que A(243 — A) = (243 — A)A = I,,, pelo que a

matriz A é invertivel e A= =243 — A.

exemplo7P:§i g —(1) éeng
1

0 1 0 0 -

Atendendo & hipétese, temos 2A4%(A% — %In) =1I,. Se % fosse valor proprio de A2, seria raiz do

polinémio caracteristico de A2, donde

det (2A2(A2 - ;In)> =det(I,) <= det(24?)det <A2 - ;In> =1
> det(24%).0=1

— 0=1,

o que é absurdo. Logo, % nao é valor préprio de A2.

. Facamos a demonstracao por indugao em p.

Se X é um vector préprio de A associado ao valor préprio a, entdo AX = aX, o que é equivalente
a A'X = o' X, o que prova a propriedade no caso p = 1.
Admitindo agora, como hipétese de indugao, que X é vector préprio de AP, associado ao valor préprio

oP, provemos que X é também vector préprio de AP, associado ao valor préprio a1,

Ora, por hipotese de indugao, temos

APX = oPX A(APX) = A(aPX) (1)
(AAP)X = oP(AX)

APTLX = oP(aX)

APTLX = (aPa) X

APHIX = Pl X,

RN

0 que prova que X é vector préprio de APH! associado ao valor préprio a?*1!.



