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Algebra Linear e Geometria Analitica C
Departamento de Matematica FCT-UNL

Exame de Recurso — 5 de Fevereiro de 2007

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

A/ B|C|D

Nome:

Numero de caderno:‘ | ‘ ‘ | ‘ ‘ | ‘ ‘

ARl Rl R R

Atencao
Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opg¢ao que considerar
adequada.

Caso assinale uma opcgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X a sua nova opgao.

Para cada um dos grupos de escolha multipla, a cotagao atribuida é a seguinte:

* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
* Se responder correctamente: +1,8 valores;
* Se responder erradamente: —0,6 valores.

A classificagao da parte de escolha maultipla (Grupos 1 a 5) é dada por

max {0, cly },

onde cly; designa a soma das classificagoes obtidas nos cinco grupos de escolha multipla.

-1 3 1
1 0 2
1. SejaA=| 0 0 1 6M3X3(R)eB=[3 ) O]esza(R).
1 2 -1

Apenas uma das afirmagcoes seguintes é FALSA.. Indique qual é.

1

[A] ABT = 2

A tem caracteristica 3.

det A = —5.
[D] adj 4 =

[\
o O ot
(= )

1
0

[Continua no verso desta folha
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2. Considere os subespacos vectoriais de R3
F={(a,bc) eR*:a=2b} ¢ G=1(2,1,2),(0,1,1)).

Apenas uma das afirmagoes seguintes ¢ FALSA.. Indique qual é.

dim F = dim G = 2.
F+G=R?
dim(FNG) = 1.

El ((2,1,2)) nao é uma base de FNG.

3. Para cada a € R e cada 8 € R, considere o sistema de equagoes lineares de coeficientes reais nas incognitas
z,y, 2, w, sobre R,
T+2y+2w=1
2¢ + 4y + az + 3w = 2
—z—2y+(a—2w=p0-1

Apenas uma das afirmagcoes seguintes é FALSA.. Indique qual é.

Se o =0 e [ # 0 entdo o sistema é impossivel.

Se a # 0 entdo, qualquer que seja 8 € R, o sistema é possivel e indeterminado, com grau de

indeterminagao 1.
Se o =0 e =0 entao o sistema é possivel e indeterminado, com grau de indeterminacao 2.

@ Se a = 8 =0 entdo o conjunto das solugdes do sistema é {(1 — 2b,¢,¢,0) : b, c € R}.
4. Seja f : R* — Maxo(R) a aplicacdo linear tal que

2a

fla,b,c,d) = [ Z :|, qualquer que seja (a,b,c,d) € R%.

Apenas uma das afirmagcoes seguintes é FALSA.. Indique qual é.

Nuc f = ((0,0,1,0)).
dimIm f = 3.

Se b.c.gs designa a base canénica de R* e em May2(R) se considera a base

()

entao a matriz da aplicacao f em relacao a essas bases é

ro

.}

0O 1.0 0
2 00 0

M'b.c.43:
(fibcr:, B) 0 -1 0 1
0 00 0

El f nao é injectiva nem sobrejectiva.

5. Seja A € M3x3(R) tal que A% = 24. Apenas uma das afirmacoes seguintes 6 FALSA. Indique qual é.

A2 =84].

|A| =0 ou |A — 21| = 0.

Se A ¢é invertivel entao |A| = 2.

El Se a é valor préprio de A entdo a € {0,2}.
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[Sc’) serdo consideradas certas as respostas devidamente justificadas. Mude de folha sempre que mudar de gr_upg.]

[Cotacso]

6. Considere a matriz

0 1 -1
A= 0 —1 | € Msxs(R).
0 0 -1
Determine:
[1.0] (a) Os valores préprios de A e as respectivas multiplicidades algébricas.
[2.0] (b) Os subespagos préprios de A.
[1.0] (c) Se A é diagonalizavel e, em caso afirmativo, indique uma matriz P € Mzx3(R), invertivel, e uma

matriz diagonal D € M3y 3(R) tais que P~*AP = D.

Mude de Folha

7. Considere em R3 um referencial ortonormado directo (O; ey, ez, e3). Considere os pontos, nao colineares,

A=1(0,2,2), B=(1,2,3) e C=(1,0,1).

Determine:

[1.0] (a) Equagoes normais da recta R que passa pelos pontos A e B.
—_— ——

[1.0] (b) A érea do paralelogramo definido pelos vectores AB e AC.

[1.0] (¢) Uma equagao geral do plano que passa pelos pontos A, B e C.

[1.0] (d) A distancia do ponto C a recta R.

8. Justifique as afirmacoes seguintes:
[1.5] (a) Se A, B € M;,x»(R), sdo matrizes semelhantes entdo tém o mesmo determinante.
[1.5] (b) Se (uy,-..,ur,v), é uma sequéncia linearmente independente de vectores de um espago vectorial F

entdo a sequéncia (uy,...,u,) também é linearmente independente.

Fim
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Uma resolugdo

Os valores préprios de A sdo os zeros do seu polinémio caracteristico, pa(x), isto é, os elementos
a € R tais que pa(a) = |A — als| =0.
Ora
—x 1 -1 1
Lapl. —X
palz) = |A—zl3|=] 1 -z -1 0 (=1 —2)(=1)*3 )
—X

0 0 —-1-=
= (-l-2)@® -1 =—(@+Dz+Dz-1)=—(z+1)*@z-1).

Logo os valores préprios de A sdao —1, com multiplicidade algébrica 2, e 1, com multiplicidade

algébrica 1.

O subespago préprio de A associado ao valor préprio —1 é:
M_1 = {X € M3X1(R) . [A — (—1)]3]X = 03><1}
a 1 1 -1 a 0
= b | € ngl(R) : 1 1 -1 bl=10
c 0 0 0 c 0

1 1 -1 0 1 1 -1

1 1 —1| 0 |wetcoal 0 0 0] 0| (fer.).

0 O 0 0 0 O 0

Entao
[ a
M_, = b | EMsx1(R):a=—-b+c
L C
[ —b+c —b c
= b |:bceR) = b |+ 0]:bceR

i c 0 c
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-1
A sequéncia 11,]0 ¢é linearmente independente pois nenhum dos vectores é combinagao

0
linear do outro logo, como é uma sequéncia geradora de M_;, tem-se

—1
Base de M_; = 11,]0
0

O subespago préprio de A associado ao valor préprio 1 é:

M, = {X S ngl(R) : (A — 1[3)X = 03><1}
a -1 1 -1 a
= b | €Mzx1(R): 1 -1 -1 b | =

c 0 0 -2 c

Célculo auxiliar para resolver o sistema (A — 1I3)X = 03x1:

-1 1 -1 0 -1 1 -1 0 -1 -1
1 -1 -1 0 | ta+iy 0 0 -2 0 [ ta+(=1i2 0 0 -2
0 0 -2 0 0o 0 -2 0 0
-1 1 0 1 -1 0 0
CDis 0 1| 0|ascom| 0 o0 1] 0] (fer).
0 0 0 0 0
Entao
a b
M, = b | eMszxi(R):a=bAc=0, = b |:beR
c 0
1 1
= b beR) = < 1 >
0 0
1 1
A sequéncia 1 é linearmente independente pois | 1 | # | 0 | logo, como é uma sequéncia
0 0
geradora de My, tem-se
1
Base de M, = 1
0

Da alinea anterior concluimos que mg(—1) = dim M_; = 2 e mg(1) = dim M; = 1. Assim, a matriz
A é diagonalizdvel pois mg(—1) + mg(l) = 2+ 1 = 3 = ordem de A. Um exemplo de matriz
diagonalizante de A, isto é, uma matriz invertivel P € Msyx3(R) tal que P~'AP é uma matriz

diagonal, é a matriz

-1 1 1
P= 1 0 1
010
e, nesse caso, obteremos
-1 0 0
PlAP = 0 -1 0
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7.

(a)

(d)

A e B sao dois pontos de R3, com A # B. Existe uma, e uma s6, recta que passa pelos pontos A

e B. Considerando como ponto de R, por exemplo, o ponto A e como vector com a direccao de R,
—

por exemplo o vector AB=B - A=(1,2,3) —(0,2,2) = (1,0, 1), temos que

(x7y?z) = (0?272)+A(1’O’1) 7AER

é uma equacao vectorial da recta R. Desta equacdo obtemos o seguinte sistema de equagoes

paramétricas de R:

=\
y=2 , AeR.
z=2+A

Entao

r=z—2 e y=2
sdo equacoes normais da recta R.

— —
Pela alinea (a) ja sabemos que AB = (1,0,1). Ora AC =C — A =(1,0,1) - (0,2,2) = (1,-2,-1).

—_— —
Tendo em conta as coordenadas dos vectores AB e AC tem-se:

1
ez = 2e1 + 2ey — 2es.
o 1 3 1 2 3

_— -
ABxACz‘ )

1
es +
1

61—‘

A drea do paralelogramo definido pelos vectores A—B> e A_C)' ¢é dada por:
|AB x AC| = /22 + 22 1 (—2)2 = V12 = 2/3.

Como A, B e C nao sao colineares existe um tnico plano que passa pelos pontos A, B e C. Visto
— —

que AB x AC é um vector perpendicular ao plano pretendido, uma equacao geral desse plano é da

forma

204+ 2y —2z2+d=0.
Como o plano passa no ponto A = (0,2,2) concluimos que
2x0+2x2-2x24d=0

isto é, d = 0.
Assim
20 + 2y — 22 =0,
ou equivalentemente,
z4+y—2=0
é uma equacao geral do plano que passa pelos pontos 4, B e C.
A distancia do ponto C' a recta R, a qual se denota por d(C,R), é dada por:
|AB x AC|| 23
— = =
|AB|| AB

2V/3 —2\/5—\/6
VIZH02+12 V2

d(C,R) =
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8. (a) Como A é semelhante a B existe uma matriz P € M, x,,(R), invertivel, tal que B = P"'AP. Entao
|Bl = [P7Y|A||P| = [P7Y|P||A] = |[PT'P||A] = |L[|A] = 1]A] = |A].
(b) Pelo Critério de Independéncia Linear a sequéncia (uq,...,u,) é linearmente independente se, e s6

se,

041U1+"‘+Olrur:0E:>Oél:"':Oér:()'

Ora se aju; + -+ + a,u,. = Og temos também aju; + - -+ + a,u, + 0v = Og e, como por hipdtese

(u1,...,ur,v) é uma sequéncia linearmente independente de vectores de F, vem a1 = -+ - = ;. = 0.
Logo (u1,...,u,) é linearmente independente, conforme pretendiamos.

Alternativa: Podemos demonstrar o que se pretende provando que se (ug,...,u,) é linearmente
dependente entao (uq,...,u,,v) é também linearmente dependente.

Pelo Critério de Independéncia Linear, afirmar que (u, ..., u,) é linearmente dependente equivale a
afirmar que existem escalares aq,...,a, € K, ndo todos nulos, tais que

aiug + -+ aru, = 0p.
Entao
aiuy + - + apuy + 0v = 0g,

com aj,...,a, nao todos nulos. Logo, pelo mesmo Critério, a sequéncia (u1,...,u,,v) é também

linearmente dependente.



