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PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

Respostas

Numoro de cadernos | [ T 1 1 1 1 1 T | e

Atencao

- Relativamente as questoes que queira responder, assinale

U B e

com um X a opgao que considerar adequada.

- Caso assinale uma opgao e depois queira altera-la, risque-a e

assinale com um X a sua nova opcgao.

- Para cada um dos grupos de escolha maultipla, a cotagao

atribuida é a seguinte:

e Se nao responder ou assinalar com um X mais do que
uma opgao: 0 valores;

e Se responder correctamente: +1,5 valores;

e Se responder erradamente: —0,5 valores.

- A classificagdo da parte de escolha miltipla (Grupos 1 a 5)

é dada por | max{0,cly} |, onde cly; designa a soma das clas-

sificagoes obtidas nos 5 grupos de escolha maultipla.

1. Considere a base B; = ((1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)) do espago vectorial real R? e as bases B> = ((1,0), (1,1))
e By = ((1, 0), (3, 1)) do espaco vectorial real R?. Seja f : R? — R? a aplicacdo linear definida por

f(a,b,c):(aer, b*C)

para todo (a,b,c) € R3.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Daane-[* ! ]

0 0 -1

M(idgs; By, Bs) = [ o

M(f;B1,B2) = [ (1) _? ]M(f;Bl,Bg).

1
0

[D] M(f;B1,By) = [ _i ]M(f;Bth)-

[Continua no verso desta folhaJ
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2. Para a, 8 € R, considere o sistema de equagoes lineares, nas incognitas z,y, z, sobre R,

r+y+z=1
z+(B+y+z2=1
r+y+(a+3)z=0
20+ 2y + 22 =2

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

Se o #£ —2 e = 0 entdo o sistema é impossivel.

Se oo # —2 e 3 # 0 entdo o sistema é possivel e determinado.

Se o = —2 e 3 # 1 entdo o sistema é impossivel.

@ Se a = —2 ¢ =1 entdo o conjunto solugao do sistema é {(1 — z, 0, z) : z € R}.

3. No espaco vectorial real R* considere o subespaco

F:{(a,b,c,d)€R4: a+2c—d=0 A a+b+3c:0}.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

dim F = 2.

(—2,-4,2,2) ¢ F.
F={(~2,-1,1,0),(1,-1,0,1), (~1,-2,1,1)).
D] ((~2,-1,1,0),(1,-1,0,1)) é uma base de F.

0 1 8 8
2 0 9 9
4. Considere a matriz A = € Myxa(R).
0O 0 0 3
0 0 4 0

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

A é invertivel.
|A| = 24.

[24] = 244].

[D] |- Al =-|4].

5. Em R? consideremos o referencial canénico. Sejam R; a recta com equacao vectorial

(,9,2) = (3,0,1) + a(1,0,0), a € R

r—1=0
y—z+1=0"

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

e Ro a recta com equacoes cartesianas

=0

{ Y =0 é uma representagao cartesiana da recta R;.
z — =

O ponto (1,2,4) é um ponto da recta Rs.

O ponto (1,0,1) é um ponto comum as rectas Rq e Ra.

@ (x,y,2) = (1,-1,0) + 5(0,1,1), com ( € R, é uma equagao vectorial da recta Rs.
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Sé serdo consideradas as respostas devidamente justificadas. Mude de folha sempre que mudar de grupo.

[Cotacio]
1 0 O
6. Considere amatriz A= | 4 0 1 | € Msx3(R).
0 1 0
[2.0] (a) Justifique que A é invertivel e, utilizando a matriz adj A, determine A1
[1.5] (b) Determine matrizes elementares E1, By € M3y3(R) tais que EyF; = A~L.
1 0 1
7. Considere amatriz A= | 0 2 0 | € Msx3(R).
1 0 1
[1.0] (a) Calcule os valores préprios de A.
[2.0] (b) Determine uma base de cada um dos subespagos préprios de A.
[1.5] (¢) Mostre que A ¢é diagonalizdvel e indique uma matriz invertivel P € M3x3(R) e uma matriz diagonal

D € M3y3(R) tais que P71AP = D.

8. Para cada oo € R e 3 € R considere a aplicacao linear f, 3 : R? — R3 definida por
Fapla,b,c) = ((a +1)a+e, (a+1)a+(3—2)b, (B—2)b+ ac)
para todo (a,b,c) € R3.

[1.5] (a) Determine, caso existam, os valores de « e [ para os quais f, g € injectiva.

[1.0] (b) Determine, caso existam, os valores de v e 3 para os quais f, g é sobrejectiva.

Mude de Folha

[2.00 9. Sejam A, B € M,,x,(R), com n>2, matrizes invertiveis. Mostre que adj(AB) = (adj B)(adj A).
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Uma resolucdo com notas explicativas

4. D

5. B

6. (a) Sabemos que A é invertivel se, e s6 se, |A| # 0. Como

0 0|
[Al=14 0o 1| = 1(
15t
01 0
concluimos que A é invertivel.
Determinemos a matriz adj A.
1 1
_1)i+t _1)1+2
[ v I
. 0 0 10
adj A = —1)2+! —1)2+2
) =1 0 =1 0 0
0 10
_1)3+1 _1)3+2
L (-1 0 1 (-1 4
Logo, como A~! = ﬁ adj A, resulta que

‘ =1(-1)"H (1) =-1#0

_1)1-‘1-1 0 1
1 0
- T
5 4 0
—1 1+3
(=1) 0 1
2 1 0
_1)2+3
) 0 1
1 0
_1)3+3
(=1 4 0|
—1 0 0 1
0 0 1 =
4 0 -

(b) Como A € M3x3(R) é invertivel, I3 é a forma de escada reduzida de A. Vejamos que é possivel obter

a forma de escada reduzida de A efectuando apenas 2 transformagoes elementares. Por exemplo,

1 0 0 0 0
-

A=14 0 1 |lb+(=Dl1| 0 0 1

0 1 0 0 1 0

1 0 O
—
la=l3 0 1 0
0o 0 1

}_13.

As transformagao elementares efectuadas “ly + (—4)l1” e “lo«13” correspondem as matrizes elemen-

1 0 0
tares By = | -4 1 o0

0 0 1
e

concluimos que

7. (a) O polinémio caracteristico de A é

1-A 0 1
0 2—A 0
1 0 11—

=(2-N)[1-X)7-

|A— N3] =

1 0 0
eFEy=10 0 1
0 1

0

FEyE A =14
EyE, = A~ L
Lapl.

L (2= 0 (-1

l2

de Msx3(R), respectivamente. Como A é invertivel

11— 1
1 1—A

=2-XN1-22+X—1)= (2= A)(-2+ A

Os valores préprios de A, sendo os zeros reais do polinémio caracteristico, sao: 0 e 2.
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(b) Se av é um valor préprio de A sabemos que o subespago préprio de A associado ao valor «, M, é
o ={X eM;35(R): AX =aX}={X e M35x1(R): (A—al3)X =0}.

e Seja My o subespago préprio de A associado ao valor préprio 0. Tem-se:

Moz{[Z}engl(R): (A_ozg){qz[g“.

Célculo auxiliar:

1o 1]o]——[1 0 1]o0
(A —01I5]0) = [ 0 2 0 }lﬁglzml[ 0 1 0]o0 } (fer.)
10 0 0 0 0]0

Logo,

€ Maa(R): a=—c A b:o}:{[ } : ceR}
R

Concluimos entao que a sequéncia ({ }) é uma base de My pois gera My e é linearmente

independente (r| -1 o 1 ] =1).

e Seja Mo o subespaco proprio de A associado ao valor préprio 2. Tem-se:

M2:{|:Z:|€M3X1(R): (A—213)|:Z:|:|:8-}.

Célculo auxiliar:

-1 0 1]o -1 0 1]o0 1 0 —1]o0
—_—
(A —2I5]0) = 0 0 0 |+l 0 0o o0 |(-1)ii] 0 0o o]0 (fer.)
10 —1]o0 00 0]0 00 o0]o0

Logo,

o o
| S
\‘Q“‘

(e}

m
7
——
Il
——
| —— |
o

Concluimos entao que a sequéncia < 0 } é uma base de My pois gera My e é linear-

1
10 1] _
0 1 0]_2)'

(¢) Uma condigao necesséria e suficiente para que a matriz A seja diagonalizdvel, é que a soma das

0o 1 0

mente independente (r .

=T

multiplicidades geométricas dos seus valores préprios iguale a ordem da matriz A. Atendendo a
resolucao da alinea anterior, temos que mg(0) = dim My = 1 e mg(2) = dim My = 2. Como
mg(0) + mg(2) = 3 = ordem de A, concluimos que A é diagonalizdvel. Nestas condigoes, sabemos

que A é semelhante a uma matriz diagonal D € M3y 3(R) com os elementos 0, 2 e 2 na diagonal. Por

0 0 0 -1 0 1
exemplo, se considerarmos a matriz D = { 0 2 0 } , a matriz P = 0 1 0 } , onde a primeira
0 0 2 1 0 1

coluna é o vector da base de My e a segunda e terceira colunas sao os vectores da base de Mo, é

invertivel e, além disso, P~'AP = D.
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8. (a) Sabemos que f, 3 serd injectiva se, e s6 se, Nuc fo, 3 = {(0,0,0)}. Determinemos se existem «, 3 € R
tais que Nuc fo, 5 = {(0,0,0)}.
Como
Nuc fa,53 = {(a,b,c) € R?: f.pla,bc)= (0,0,0)}
- {(a,b,c) €R?: ((a Y 1)ate (@t at (B—2)b, (5— 2)b—|—ac> - (o,o,o)}
={(a,b,c) eR’: (a+1Da+c=0 A (a+1)a+(B-2)b=0 A (B—2)b+ac=0},
existirdao «, 3 € R tais que Nuc f, 3 = {(0,0,0)} se, e s6 se, existirem «, 5 € R para os quais o
sistema homogéneo nas incégnitas a, b, ¢, sobre R,

(a+1Da+c=0
(a+1)a+(8—-2)b=0
B=2)b+ac=0

seja determinado.

Célculo auxiliar:

a+1l 0 1]o0 a+l 0 1 ]o a+l 0 1 o
- — e
a+1 B-=2 0|0 |la+ (=D 0 B-2 —1]0 |[lsz+ (=1 o B-2 -1 |o |=]I[A|0]
0 B8—2 0 0 B—2 a |0 0 0 a+1|o0

O sistema homogéneo em estudo é determinado se, e s6 se, r(A) = 3 = n° incégnitas. Logo fa 5 é
injectiva se, e s6 se, « € R\ {—1} e f € R\ {2}.

(b) Sabemos que f, 3 é sobrejectiva quando Im f,, g coincide com o conjunto de chegada, isto é, quando
Im f, 3 = R3. Logo, fa g ¢ sobrejectiva se, e s6 se, dimIm f, 5 = 3.

Como, pelo Teorema da Dimensao,
dimR® = dim Nuc f, 5 + dimIm f,, 3,

concluimos que dimIm f, 3 = 3 se, e s6 se, dim Nuc f, g = 0, isto é, f, g é sobrejectiva se, e s6 se,
fa,p € injectiva. Logo, fa 3 € sobrejectiva se, e sé se, a« € R\ {—1} e g € R\ {2}.

9. Para qualquer matriz @ € M,,x,(R), com n > 2, tem-se

QadjQ = |Q|In.
Se @ é invertivel resulta que )
Q40 ¢ Q= —adiQ.
Q|
Temos )
(AB)™' = D] adj (AB)
e
—1 —1 4—1 1 . 1 .
Logo
L dj(4B) (1 d'B)(l d'A) L adj B) (adj 4)
——— adj = | — adj — adj = ———(adj adj
|AB] |B| Al | B||A]
€, como

|AB| = [A||B| = |BJ|A],
concluimos, como pretendiamos, que

adj(AB) = (adj B) (adj A) .



