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PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

A/ B|C|D

Nome:

Numero de caderno:‘ | ‘ ‘ | ‘ ‘ | ‘ ‘

ARl Rl R R

Atencao
Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opg¢ao que considerar
adequada.

Caso assinale uma opcgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X a sua nova opgao.

Para cada um dos grupos de escolha multipla, a cotagao atribuida é a seguinte:

* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
* Se responder correctamente: +1,8 valores;
* Se responder erradamente: —0,6 valores.

A classificagao da parte de escolha maultipla (Grupos 1 a 5) é dada por

max {0, cly },

onde cly; designa a soma das classificagoes obtidas nos cinco grupos de escolha multipla.

-1 -2 0
1. Considere a matriz B = 1 1 -1 | € Msu3(R).
0 0 1

Apenas uma das afirmagcoes seguintes é FALSA.. Indique qual é.

A matriz B tem caracteristica 3.

—a -2 0
Quaisquer que sejam « € Re S €R tem-se | a3 8 -8 | =af|B].
0 0 1
1 2 2
B ¢ invertivele B~'=| -1 -1 -1
0 0 1

[D] adj B # B~

[Continua no verso desta folha
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2. No espaco vectorial real R3, considere os subespacos

F=1{(1,2,3),(0,0,4)) e G ={(a,b,c) € R®:a+2b=0}.

Apenas uma das afirmagoes seguintes é FALSA. Indique qual é.

dim F = 2 = dim G.

((=2,1,0),(0,0,1)) é uma base de G.
F+G={(1,2,3),(0,0,4),(=2,1,0),(0,0,1)) # ((1,2,3),(—2,1,0), (0,0, 1)).
[D] dim(FNG)=1¢(0,0,4) € (FNG).

3. Para cada a € R e cada € R, considere o sistema de equacoes lineares de coeficientes reais nas incégnitas

z,vy, 2z, sobre R,

r+y+z=208
r+ay+z=p0
T +y+2az =20.

Apenas uma das afirmagcoes seguintes é FALSA.. Indique qual é.

Sea#lea# % entao, qualquer que seja 8 € R, o sistema é possivel e determinado.

Se a = % entdo, qualquer que seja f € R, o sistema é possivel e indeterminado, com grau de

indeterminagao 1.
Se o = 1 entdo, qualquer que seja 3 € R, o sistema é impossivel.

El Para a = % e 8 =1, o conjunto das solucdes do sistema é {(a,b,c) € R*:b=2Aa = —c}.
4. Considere as aplicagdes f : R? — Max2(R), g : R? — R? e h : Ry[r] — R definidas por:

o

2a b

, para qualquer (a,b) € R?;
b e |0 Peraaualy (a,b)

g(a,b) = (a — b, —2b), para qualquer (a,b) € R?;
h(axz? + bx + ¢) = 2a + b + ¢, para quaisquer a, b, c € R.

Apenas uma das afirmagoes seguintes é FALSA. Indique qual é.

f nao é linear, mas g é linear.
f nao é linear, mas h ¢ linear.
f e h nao sao lineares.

El g e h sao lineares.

5. Seja A € M, xn(K) tal que AAT = 21I,,.

Apenas uma das afirmagoes seguintes é FALSA. Indique qual é.

0 néo é valor préprio de A.
A é invertivel e A7 = 11,,.
AAT tem apenas o valor préprio 2.

[D] A2 = 2m.
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[Sc’) serdo consideradas certas as respostas devidamente justificadas. Mude de folha sempre que mudar de gr_upg.]

[Cotacso]
6. Considere a aplicacio linear f : R* — R? definida por
f(a,b,c,d) = (a —b,c+d), qualquer que seja (a,b,c,d) € R%.
[1.0] (a) Justifique que Nuc f = {((1,1,0,0),(0,0,—1,1)).
[1.0] (b) Mostre que f nao é injectiva mas é sobrejectiva.
[1.0] (c) Considerando em R* a base B; = ((1,1,0,0),(0,0,-1,1),(0,1,0,0),(0,0,0,—1)) e em R? a base
1 =1((0,2),(—1,0)), determine a matriz da aplicagao linear f em relagao a tais bases, M(f; By, BY).
[1.5] (d) A partir de M(f; B1,B}) obtenha M(f; Bo, BS) onde
Bs = ((2,2,0,0),(0,1,0,0),(0,0,0,—1),(0,0,3,-3)) e B, =((0,1),(—1,0)).
7. Considere a matriz
2 0 -1
A=11 1 -1 | €Msx3(R).
0 0 1
[1.0] (a) Justifique que o seu polindmio caracterfstico é p(x) = |A — xI3] = (1 — x)*(2 — z).
[2.0] (b) Determine uma base para cada um dos subespagos préprios de A.
[1.0] (¢) Demonstre que A é diagonalizdvel e indique uma matriz invertivel P € Ms«3(R) e uma matriz
diagonal D € M3x3(R) tais que P"*AP = D.
8. Considere em R? um referencial ortonormado directo (O; ey, eq,e3). Considere os pontos A = (—1,1,3),
B=(0,2,—1)eC =(0,0,1).
[0.5] (a) Determine equagoes normais da recta R que passa pelos pontos A e B.
[1.0] (b) Justifique que A, B e C nao sao colineares e determine a drea do tridngulo cujos vértices sdo A, B
eC.
[1.0] (¢) Indique uma equagao geral do plano que passa pelos pontos 4, B e C.

Fim
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Q o a d
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(a) Tem-se

Uma resolugdo

Nucf = {(a,b,c,d) € R*
= {(a,b,c,d) € R*
= {(a,b,c,d) e R*
= {(a,b,c,d) € R*
(

: f(a,b,¢,d) = (0,0)}
:(a—b,c+d)=1(0,0)}
ca—b=0Ac+d=0}
ca=bAc=—d}

= {(b,b,—d,d):b,d € R}
= {(b,b,0,0) + (0,0,—d,d) : b,d € R}
= {b(1,1,0,0) +d(0,0,—1,1) : b,d € R}

= ((1,1,0,0),(0,0,

~1,1)).

(b) Como vimos na alinea (a) Nuc f = ((1, 1,0,0), (0,0,—-1,1)) # {(0,0,0,0)}, logo f ndo é injectiva.

No que diz respeito a Imf temos o seguinte:

Imf

Logo f é sobrejectiva.

(¢) Tem-se

pelo que

= {f(a,b,¢,d) : (a,b,¢,d) € R'}
= {(a—b,c+d):a,b,c,deR}

= {(a,0)+ (=b,0) + (0,c

)+ (0,d) : a,b,c,d € R}

= {a(1,0) +b(—1,0) + ¢(0,1) + d(0,1) : a,b,c,d € R}
= <(1?0>7(_170)?(071)7(0? 1)>
= ((1,0),(~1,0),(0,1)) = {(1,0),(0,1)) = R*.

£(1,1,0,0) = (0,0)
f(0,0,-1,1) = (0,0)
£(0,1,0,0) = (-1,0)
£(0,0,0,—-1) = (0,-1)

I
==
N N N N
o o oo
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(d) Consideremos o seguinte diagrama

idR4 idRz
— —

R* Rt L R2 R?
B, Q B A B, P B

em que @ = M(idga; Ba, B1), A = M(f; By, B,) e P = M(idge; B, B,). Entao M(f; Ba, B)) = PAQ.

Ora
idgs(2,2,0,0) = (2,2,0,0) =  2(1,1,0,0) + 0(0,0,—1,1) + 0(0,1,0,0) + 0(0,0,0, —1)
idg+(0,1,0,0) =  (0,1,0,0) =  0(1,1,0,0) + 0(0,0,—1,1) + 1(0,1,0,0) 4+ 0(0,0,0, —1)
idgs(0,0,0,—1) = (0,0,0,—1) =  0(1,1,0,0) + 0(0,0,—1,1) +0(0,1,0,0) + 1(0,0,0, —1)
idg+(0,0,3,-3) = (0,0,3,—3) = 0(1,1,0,0) + —3(0,0,—1,1) +0(0,1,0,0) + 0(0,0,0, —1)
pelo que
2.0 0 0
00 0 -3
@= 010 0
0 0 0
(§]
idg2(0,2) = (0,2) = 2(0,1)+0(—1,0)
idgz(—1,0) = (=1,0) = 0(0,1)+1(—1,0)
donde
[z 0]
0 1
Logo
2 0 0
2 0][0o 0o 0o -1 0 0 -3
M(f; B2, By) = 2
(/i B2, B3) [01”001 0]01 0
0 0 0
2.0 0 0
o oo -1]|l0o o0 o0 -3
(o001 of[0 10
00 1
oo -1 0]
01 0 0]
7. (a) Ora
2 0 -1 z 0 2=z 0o -1
A—zlz=|1 1 -1 |-|0 = = 1 1-2 -1,
00 1 0 0 z 0 0 1—=z
logo
2—-2 0 —1 ) .
Lapl. —
piz) = [A-zl3(=| 1 1-2 -1 |7 (1-2) v
3 1—=x
0 0 l-z

= 1-2)2-2)1-2)=(1-2)*2-2).
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(b) Os valores préprios de A sao as rafzes do seu polinémio caracteristico logo, pelo que vimos na alinea

(a), a matriz tem os valores préprios 1 e 2.

O subespago proprio de A associado ao valor préprio 1 é:

M, {X € M3X1(R) : (A — 1]3)X = 03><1}

1 0 -1 a
b | eMsaR): |1 0 —1 b | =
c 0 0 0 c

Calculo auxiliar para resolver o sistema (A — 1I3)X = 03x1:

1 0 -1 0 1 0 -1
1 0 —1] 0 || 0 0 0| 0] (fer.).
0 O 0 0 0 O
Entao
a c 0 c
M, = b | eMzxi(R):a=cp = b |:bceR} = b|+|0]|:bceR
c c 0 c
0 1 0 1
= bl 1 | +c|l 0] :bceR} = < 11],]0 > .
0 1 0 1
0 1
A sequéncia 11,10 ¢ linearmente independente pois nenhum dos vectores é combinagao
0 1
linear do outro logo, como é uma sequéncia geradora de M7, tem-se
0 1
Base de M, = 1/(,]0
0 1

O subespago préprio de A associado ao valor préprio 2 é:

My = {X eMsx1(R): (A—2I3)X =03%1}
[ o] 0 0 -1][a 0
= b | eMsxaR): ] 1 -1 -1 b|=1]0
c 0 0 -1 c 0

Calculo auxiliar para resolver o sistema (A — 2I3)X = 03x1:

0 0o -1 0 1 -1 -1 0 1 -1 -1

1 -1 -1 0 L=tz | 0 0 -1 0 i3+(-1iz | 0 0 -1 0

0 0 -1 0 0 -1 0 0 0 0 0
-1 -1 1 -1 0 0

om0 0 1| 0|am|lo o 1| 0] (fer.).
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~

Entao
a b
My = b | eMsxi(R):a=bAc=0) = b|:beR
c 0
1 1
0 0
1 1 0
A sequéncia 1 ¢ linearmente independente pois | 1 | # | 0 | logo, como é uma sequéncia
0 0 0
geradora de Ms, tem-se
1
Base de My = 1
0

Da alinea anterior concluimos que mg(1) = dim M; = 2 e mg(2) = dim M> = 1. Assim, a matriz A é
diagonalizdvel pois mg(1) +mg(2) = 24+1 =3 = ordem de A. Um exemplo de matriz diagonalizante

de A é a matriz invertivel

0 1 1
P=|10 1
010
e, nesse caso, obteremos
1 0 0
P'AP=10 1 0
0 0 2

A e B sao dois pontos de R3, com A # B. Existe uma, e uma s6, recta que passa pelos pontos A

e B. Considerando como ponto de R, por exemplo, o ponto A e como vector com a direccao de R,
—

por exemplo o vector AB=B—A=(0,2,—-1) — (—1,1,3) = (1,1, —4), temos que

(x7y7z) = (_17 173) + )‘(17 17 _4) 7)‘ eR

é uma equacao vectorial da recta R. Desta equacdo obtemos o seguinte sistema de equacoes

paramétricas de R:

r=—-14+\
y=14+A , AER.
z=3—4\

-3
Entziox—l—l:y—lzz

sao equagoes normais da recta R.

Pela alinea (a) ja sabemos que AB = (1,1,—4). Por outro lado AC=C—-A= (0,0,1)—(—-1,1,3) =
(1,—1,—2). Como nao existe a € R tal que A—B> = OLA—C:, concluimos que A, B e C' nao sao colineares.

—_— —
Tendo em conta as coordenadas dos vectores AB ¢ AC' tem-se:

1 1

—_— s —
AB x AC = ‘ es = —6ep — 2eo — 2eg.

‘1
es +
1

1
€1 —
-1 - 1
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A area do triangulo cujos vértices sao A, B e C é dada por:

|IAB x AC| _ /(=67 + (=22 + (=27 _ v _ 2y11
2 B 2 2 2 VIL

J& vimos na alinea (b) que A, B e C nao sao colineares e, portanto, existe um tnico plano que passa
— —
pelos pontos A, B e C. Visto que AB x AC' é um vector perpendicular ao plano pretendido, uma

equacao geral desse plano é da forma
—6x — 2y —22+d=0.
Como o plano passa no ponto A = (—1,1,3) concluimos que
—6x(-1)—2x1-2x34+d=0

isto é, d = 2.
Assim
—6x — 2y — 22+ 2 =0,

ou equivalentemente,

3c+y+2z—1=0

é uma equacao geral do plano que passa pelos pontos 4, B e C.



