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Algebra Linear e Geometria Analitica D
Departamento de Matemdatica FCT-UNL
Prova Global — 13 de Janeiro de 2007

[Primeira Parte}

(Sé serdo consideradas certas as respostas devidamente justificadas. Mude de folha sempre que mudar de gmpg.]

11—« -3 2
1. Para cada a € R, considere a matriz A, = 0 2—a -1
0 1 —«

(a) Determine os valores de a para os quais det(A4,) = 1.

(b) Para que valores de «v a matriz A, é invertivel.

Mude de Folha

1 0 0 0
1 2 2
2. Considere a matriz A, g = a o +af 20 € M, xn(R), com a, 5 € R.
01 a+B8 0
1 « 0 2

(a) Determine a caracteristica de A, g em funcdo de o e .
(b) Para que valores de «, 8 € R a matriz A, g é invertivel.
(¢c) Paraa=0e =0,
i. determine os valores préprios e os subespacos préprios de Aq g.

ii. A matriz A, g é diagonalizavel? Justifique.

3. Seja f:R* — R? uma aplicacdo linear tal que
f(1,0,0) = (3,2), f(0,0,1) = (1,0) e f(0,1,0) = (-1,1).

(a) Determine A = M(f;b.c.ps, ((1,1),(2,1))), onde b.c.gs designa a base canénica de R3.
(b) Calcule f(1,0,2).
(c) Usando matrizes de mudanca de base determine M(f;((1,0,1),(1,1,0),(0,1,1)),b.c.gz), onde b.c.gz

designa a base candnica de R2.

Mude de Folha

4. No espaco afim euclidiano R? seja (O; eq, €2, e3) um referencial ortonormado directo. Considere os pontos
A=(-1,0,4), B=(2,0,1) e C = (—2,3,1). Determine uma equacao geral do plano definido pelos pontos
A, BeC.
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Algebra Linear e Geometria Analitica D
Departamento de Matemdatica FCT-UNL
Prova Global — 13 de Janeiro de 2007

[Segunda Parte}

(Sé serdo consideradas certas as respostas devidamente justificadas. Mude de folha sempre que mudar de gmpg.]

5. Considere os subespagos vectoriais F = {(z,y,2,w) ER* ;2 -3y +w=0Azx—y—2=0} e
G ={((1,0,0,1),(-1,-1,1,-3),(1,—1,1,—1)) do espaco vectorial R%.

a) Calcule a dimensao de F'.

(
(b

Determine uma base de F' + G.

)
)

(c) Caracterize o subespago F'NG.

(d) Determine uma base de R* que inclua uma base de G.
)

(e) Averigtie se (1,0,5,0) € G.

Mude de Folha

6. Considere a aplicacdo f : R* — R? tal que
f(a,b,¢c,d) = (a —b,a+d,d—b), paratodo (a,b,c,d) € R

a) Mostre que f é uma aplicagao linear.

(
(b) Mostre que B = ((1,0,1,0),(1,1,1,1),(0,0,0,1),(1,1,0,0)) é uma base de R*.

(
d

)
)
¢) Determine M(f; B, ((0,1,0),(1,0,1),(1,0,0))).
) Averigtie se f é sobrejectiva.

)

(e) Determine uma base de Nucf.

Mude de Folha

7. Sejam E e E’ espacos vectoriais sobre K, com E de dimensao finita, e f : E — E’ uma aplicagio linear
tal que 0 < dim Nucf < dim F. Mostre que dim F = dim Nucf + dim Imf.

Sugest&o: Comece por considerar (v1,...,v,) uma base de Nucf.

Fim
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UMA RESOLUCAO

1. (a) Calculemos o determinante de A, utilizando o desenvolvimento de Laplace pela coluna 1. Ora

2—a -1

—

0 2-a -1| = (“)*1-a) —(1-a)(2-a)(~a)+1)

= (1-a)a?-2a+1)=—-a®+3a?-3a+1.
Ora

|Aa =1 —a®+30® —3a+1=1-a*+30°-3a=0a(-a*+3a-3)=0&a=0.

Note-se que o polinémio do segundo grau —a? + 3a — 3 nio tem zeros em R.

(b) Sabemos que uma matriz quadrada é invertivel se, e s6 se, o seu determinante é nao nulo. Pela alinea

a) temos
[Ap =0 (1-a)@® —2a+1) e (1-a)(a—1) =0 —(a-1)P’ =02 a=1.

Portanto a matriz A, € invertivel se, e sé se, a # 1.

2. (a)

1 0 0 0 | 1 0 10 0 0

1 a o®>+af 28 = 0aa2+a5 25]l_l> 01 a+B8 0 S
01 a+4 0 |"“"lo 1 a+6 1o o a?+as 28|70
_1 o 0 2 | 0 « 0 « 0 2

1 0 0 0 | 10 0

01 a+p 0 = 0 1 a—i—ﬁ 0

0 « 0 2 [0 0 —a2—aB 2

| 0 « a? +ap 28 | 0 0 0 243

Entao:

o Se a#0ANa# —[ApB#0, acaracteristica de Ay g € 4.
e Sea=0Va=-0V =0entdor(4d,sz) =3.
(b) A matriz A, g é invertivel, se, e s6 se, r(Aqy,3) é igual & ordem da matriz A, ou seja igual a 4.
Por conseguinte, tendo em conta a alinea anterior, temos que A, s é invertivel se, e s6 se, a # 0,3 # 0
ea# —pf.
(c)i) Para determinar os valores préprios de Ag o teremos de calcular o polindmio caracteristico |Ago—Al4|

da matriz Ag .
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Ora
1-Xx 0 0
1 =X 0 0
Ago — Nyl = =1 =MN=N22 =N =21 -N2=-)),
|Ao,0 4] 0 Lo o ( )(=N)( ) ( )( )
0 0 2—-2\

pois o determinante de uma matriz triangular inferior é igual ao produto dos elementos da diagonal
principal. Dado que os valores préprios de Ag o sdo os zeros do referido polinémio, concluimos que
os valores préprios de Ag o sao 0,1 e 2.

A seguir vamos determinar os subespacos préprios My, M; e My da matriz Ay o, associados respec-

tivamente aos valores proéprios 0,1 e 2.

Para A = 0 temos de resolver o sistema Ag X = 04x1. Ora

1 0 0 O 1 0 0 O 1 0 0 O 1 0 0 O
Aoy = 100032:2000012_%)0100@0100%_[;
01 0 0 01 0 0 0 0 0 O 0 0 0 2
|1 0 0 2| 0 0 0 2 0 0 0 2 0 0 0 O
10 0 0]
01 0 0
000 1]
100 0 0]
ou seja temos o sistema
=
y=
Temos assim que
My = {[zyzw]T € Myx1(R): 2 =0,y =0,w=0}
= {[00z0]T:2€R}
= {2[0010]7:2€eR}
= ([0010]7).
Para A = 1 temos de resolver o sistema (Ao — 114)X = 04x1. Ora
[0 0 00 10 1 1 0 0 1
Aoo— I = 1 -1 0 0 -~ 1 -1 0 0 o 0 -1 0 -1 Py
0 1 -1 0 0 1 -1 0 0 1 -1
1 0 1 0 0 00 0 0 0
1 0 1 1.0 0 1
0 -1 0 -1 = 0 1 0 1
0 -1 1| ®]oo0o 1 1]
L0 0 0 1000 0
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ou seja temos o sistema
z4+w=0 T =—-w
y+w=0 < y=—w .

z+w=0 z=—w
Temos assim que

M, = {lzyzw]F e Mgx1(R) : 2 = —w,y = —w, 2z = —w}
= {[~w —w —ww]:weR}
= {w[-1-1-11]T:weR}
= (-1 -1 -11]%).

Para A = 2 temos de resolver o sistema (Ag o — 2I4)X = 0. Ora

-1 0 0 -1 0 00 -1 0 0
1 -2 0 0| — 0 -2 0 0| __ 1 0| —
Aop 2L = 0 P L P | g o |5
| 1 0 00 0 0 00 0 00
[1 0 00 1000
01 00|]—|01O0PO0
7%1 9
00 -2 0 “loo 10
L0 0 00 0 00O
ou seja temos o sistema
x
Temos assim que
My = {[zyzw]f € Myx1(R):2=0,y=0,2=0}

= {[000w]T:weR}
— {w[0001]T:weR)}
— ([0001]7).

(¢)ii) Dado que dim My = dim My = dim My = 1 temos que mg(0) = mg(1) = mg(2) = 1. Assim a soma
das multiplicidades geométricas dos valores préprios de Ag o € igual a 3, sendo portanto diferente da

ordem da matriz Ag o, ou seja de 4. Portanto Ay ¢ nao é diagonalizavel.

3. (a) Para determinar A = M(f;b.cgs,(1,1),(2,1)) teremos de ir calcular as imagens, por meio de f, dos
vectores da base candnica de R? e depois escrever essas imagens como combinacdo linear da base

((1,1),(2,1)) de R2. Os coeficientes dessas combinagdes formarao as colunas da matriz pretendida.

Ora
f(1,0,0) = (3,2) = 1(1,1) + 1(2,1)

f(oa 170) = (_1a 1) = 3(17 1) + (_2)(27 1) '
£(0,0,1) = (1,0) = —1(1,1) + 1(2,1)

1 3 -1
Assim temos A = .
1 -2 1




Departamento de Matematica FCT-UNL ALGA D 2006-07 — Prova Global 6-2

(b) Para calcular f(1,0,2), tendo em conta que na matriz A da aplicacdo f a base considerada no espago

de partida é a base canodnica, vamos fazer o produto matricial

1
-1
Al 0 | = .
2
Dado que relativamente & matriz A da aplicagdo f a base fixa a chegada é a base ((1,1),(2,1)), temos
que (—1,3) sdo as coordenadas de f(1,0,2) nessa base. Donde f(1,0,2) = —1(1,1) + 3(2,1) = (5,2).

(c) Ora, usando matrizes de mudanca de base nos espagos de partida e de chegada, sabemos que

M(f;((1,0,1),(1,1,0),(0,1,1)),b.c.r2) =

- M(idR2; ((17 1)7 (2a 1))7 b-C~R2> ’ M(fv b.c.gs, ((13 1)7 (27 1))) ’ M(idR?’; ((L 0, 1)7 (1a 1, 0)7 (07 L, 1))7 b'C'R3) =

SHH I

[ e R
S = =
= = o

(420
12 3 1|

—
4. O plano P definido pelos pontos A, B e C' é o plano que passa pelo ponto A e é paralelo aos vectores AB

5.

e A—C)’ Para obter a equacao geral do plano teremos de determinar um vector perpendicular aos vectores
— — . A — —
AB=B—-A=(3,0,-3) e AC =C— A= (—1,3,-3). Para isso vamos considerar o vector AB x AC
que é perpendicular ao plano P.

Ora

€1 €2 €3
—_— —_—

B x AC:” 3 0 -3 ? :961+1262+963.
-1 3 -3

Entao a equagao geral do plano pretendido é da forma ax + by + cz +d = 0, em que (a,b,c) = (9,12,9).
Para tirar o valor do coeficiente d substituimos x, y e z, na equacao 9x + 12y + 9z +d = 0, respectivamente

por —1,0 e 4, dado que A = (—1,0,4) é um ponto do plano. Assim vem d = —27. Portanto
9z + 12y +92 - 27 =0
é uma equacao geral do plano P que contém os pontos A, B e C.

a) Para determinar a dimensao do subespago F' comecemos por determinar uma sequéncia geradora de
F. Dado que temos o referido subespaco caracterizado por condigoes, teremos de resolver o respectivo

sistema de equagoes. Assim vem,

-3 =0 =-z+3
{x Y+ w @{w T+ 3y

r—y—2=0 z=x—Y

O sistema ¢é indeterminado de grau 2, sendo w, z as incégnitas béasicas e x,y as inconitas indepen-

dentes. Temos entao,

(x7yvz7w)eF g (z,y,z,w)€R4 A (lf,y,Z,UJ) (1'7y,13_y73y_17)
($,0,$, 71’) + (O7y7 Y, 3y)

= 2(1,0,1,-1) +y(0,1,-1,3),
onde z e y variam livremente em R. Logo F = ((1,0,1,-1),(0,1,—1, 3)).
Dado que a sequéncia de vectores ((1,0,1,-1),(0,1,-1,3)) é uma sequéncia linearmente independente,

pois é contituida por 2 vectores nao nulos em que o primeiro vector nao é combinacao linear do

segundo, e é geradora de F', concluimos que se trata de uma base de F'. Portanto dim F = 2.



Departamento de Matematica FCT-UNL ALGA D 2006-07 — Prova Global 7-2

b) Dado que se tem
(=1,-1,1,-3) = —2(1,0,0,1) + 1(1,~1,1, —1)

temos

G =((1,0,0,1),(1,-1,1,-1)).
Por outro lado vimos na alinea anterior que,
F= <(1707 17 71)7 (07 13 7173»

Dado que se obtém uma sequéncia geradora do subespaco F'+ G fazendo a uniao de um conjunto de

geradores de F' com um conjunto de geradores de G, concluimos que
F+G={1,0,1,-1),(0,1,-1,3),(1,0,0,1), (1,—1,1,—-1)).

Se colocarmos estes quatro vectores sobre as linhas de uma matriz, e fizermos transformacoes ele-
mentares até obter uma forma de escada da matriz, sabemos que as linhas nao nulas dessa 1ltima

matriz constituem uma base de F' + G. Entao

1 0 1 -1 1 0 1 -1 1 0 1 -1 1 0 1 -1

0 1 -1 3|1 —10 1 -1 0 1 -1 0 1 -1 3
A= ii:é} ly + 13 ly =13

1 0 0 1 0 0 -1 0 0 -1 0 0 -1 2

1 -1 1 -1 0 -1 0 0 0 0 -1 3 0 0 0 1
Assim concluimos que ((1,0,1,—1),(0,1,-1,3),(0,0,—1,2),(0,0,0,1)) é uma base de F + G e que

a dimensao do subespaco F' + G é igual a 4.
Como F + G CR* e dim F + G = dim R*, concluimos que F + G = R*.
0 0 1

c) Sabemos que dim G = 2 pois 7( L1 1

])—Qeque

dim F+G =dim F + dim G — dim F NG,

donde 4 =2+ 2 —dim FNG. Assim dim FNG =0. Logo FNG = {(0,0,0,0)}.
Alternativamente poderiamos ter ido achar as condi¢bes que caracterizam o subespago G, que sao
z = —y ANw = x + 2y e entao saberiamos que
FNG = {(z,y,z,w)€ER* 12 -3y+w=0Ao0—y—2=0Az+y=0Aw=ux+2y}
= {(@y2w) eR iz =y=2=w=0}=(0)

d) Para determinarmos uma base de R* que inclua uma base de G vamos usar o método pratico de
considerar uma matriz A cuja primeiras linhas sejam os vectores de uma base de G e se acrescentam
linhas a matriz de forma a obter uma matriz de caracteristica 4.

Assim temos:

1 0 0 1 1 0 0 1

1 -1 1 -1 0o -1 1 -2
A= Iy — 1y

0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 0

Entdo podemos concluir que ((1,0,0,1),(1,-1,1,-1),(0,0,1,0),(0,0,0,1)) é uma base de R* que
inclui uma base de G.
e) Vejamos se o vector (1,0,5,0) é combinagao linear de uma base de G.

Temos (1,0,5,0) = «(1,0,0,1) + 8(1,—1,1,—1) se, e s6 se,

a+p=1
—B=0
6=5
a—F=0
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Dado que temos um sistema de equacdes nas incégnitas a e G que é impossivel, concluimos que o
vector (1,0,5,0) ndo pertence ao subespaco G.
Alternativamente poderiamos também ver que a caracteristica da matriz, em cuja duas primeiras

linhas colocamos uma base de G e na terceira linha colocamos o vector (1,0,5,0), é igual a 3.
6. a) Sejam (a,b,c,d),(a’,V,c,d) € R* e « € R. Temos

f(a,b,e,d) + (', b, ¢, d)) = fla+d,b+b,c+,d+d)
= ((a+d)—(b+V),(a+d)+(d+d),(d+d)—(b+1))
((a=0b)+(a" =V),(a+d)+ (' +d'),(d—b)+ (d =V))
= (a—bya+d,d—b)+(a —=¥V,d +d,d -V)
= f((a,b,c,d)+ f(a', b, d)

fla(a,b,c,d)) = f(aa,ad,ac,ad)
= (aa— ab,aa+ ad,ad — ab)
(a(a—=b),a(a+d),a(d — b))
= ala—bya+d,d—"b)
— af((ab,c,d),
donde f é uma aplicagao linear.
b) Para verificar que B é uma base de R*, dado que R* tem dimensdo 4, basta ver que é linearmente
independente. Isso equivale a provar que a matriz em cujas linhas estdao os 4 vectores de B tem

caracteristica 4. Ora

1 01 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 1 -1

111 1]—1]01 0O 1| _.]101 0 _ .10 10 1
A= E:H la—l2 lg+is

0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0

1 1 0 0 01 -1 0 00 -1 -1 0 0 0 -1

Dado que a tltima matriz da sequéncia estd em forma de escada concluimos que a matriz A tem

caracteristica 4 e que portanto B é uma base de R*.

¢) Vamos determinar as imagens dos vectores da base B. Ora

£(1,0,1,0) = (1,1,0) = 1(0,1,0)+0(1,0,1)+ 1(1,0,0)
f1,1,1,1) = (0,2,0) = 2(0,1,0)+0(1,0,1)+0(1,0,0)
f£(0,0,0,1) = (0,1,1) = 1(0,1,0) + 1(1,0,1) 4+ (—1)(1,0,0
f@,1,0,0) = (0,1,—-1) = 1(0,1,0) + (—-1)(1,0,1) + 1(1,0,0
1 2 1 1
Donde M(f;B,(0,1,0),(1,0,1),(1,0,0))=| 0 0 1 -1
1 0 -1 1

d) Ora a aplicagdo linear f é sobrejectiva se, e s6 se dim Imf = dim R3. Por outro lado sabemos que
dim Imf = r(A), onde A é uma matriz de f. Usando a matriz de f obtida na alinea anterior vamos,
através de transformacoes elementares sobre linhas, transformé-la em forma de escada para assim

podermos determinar a sua caracteristica. Temos entao

1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1
0 0 1 =1 |4 |0 0 1 -1 |-z 0 -2 =2 0
1 0 -1 1 0 -2 -2 0 0 0 1 -1

Assim temos
dim Imf = r(A) = 3 = dim R?,

0 que prova que f é sobrejectiva.
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e) Vamos comecar por determinar uma sequéncia geradora de Nuc f. Ora

(a,b,c,d) € Nuc f < (a,b,c,d) €R* A f(a,b,c,d) = (a—b,a+d,d—b)=(0,0,0)

a—b=0
& (a,b,c,d) €R* A a+d=0
d—b=0
a=>b
& (a,b,c,d) €R* A 2b=0
d=b
a=20
& (a,b,c,d) €R* A b=0
d=0

< (a,b,¢,d) =(0,0,¢,0) =¢(0,0,1,0), ceR.

Donde temos que Nuc f = ((0,0,1,0)).
Como ((0,0,1,0)) é uma sequéncia com apenas um vector nao nulo, é linearmente independente. Logo,

dado que também gera Nuc f, é uma base de Nuc f.

7. Ver na sebenta de Alga, pagina 173, a demonstragio do teorema 5.11 (Teorema da dimenséo).



