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Algebra Linear e Geometria Analitica B
Departamento de Matematica FCT-UNL
Primeiro Teste — 15 de Novembro de 2006

1. Considere as matrizes A, B € M3yx3(R):

2 3
-1 10 1 01
A:§ 0 1 22,3:§2 1 02.
-1 2 0 0 -1 2

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

A matrziz Aé invertivgl edet A =2.

1 1 1

AB:§2 —1 42:BA.

1 2 -1

2 3
11

0
[Cla+B=§ 2 2 2L

11 2
D] r(B) = 2.

2. Considere o sistema de quatro equacoes lineares nas incognitas z1, xa, 3, T4:

T1+2x3—x4=0

—ax; +axs —axz+ (a+ Dzy =1
(1=PB)zz+2x4=2

—Bz1 — 2Bx3 + axs = -3

(5)

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Se o= e #0, o sistema é impossivel.
Sea=0e g =1, o sistema é possivel indeterminado com g.i.=2.
Sea=0ep=1,(-1,1,1,1) é solucdo do sistema.
@ Sea=1lef=-1, (% %) é solucdo do sistema.
3. Considere a matriz B € Mzx2(R) obtida a partir de A € M3x2(R) efectuando as seguintes transformagoes

elementares nas linhas:
11l l3+21 —31;
ATl g 2 4, T B

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

r(B).

S
10 1 0_.0 10
B:§01 02%0102%100214.
200 1
§

0 2 1 0 0
32

01 0 1 00 1 0
B= 1002§010§§01 oZA.
0 0 1 0 2 1 00 —
2 3 2
10 2
@SeAzg 2 2éentaoB § oé.
-1 1 -3 -3

[Continua no verso desta foIhaJ
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2 -
3 -

2 3
-1 0 1

4. Considere a matriz A € M3x3(R), A = g 2 1 -1 é
-1 1 1

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

AjdetA=1.

et 21 3
-1 2 -1

A—1:§ 0 1 12.
1 -1 1

[C] A1 = adjA.

D] A3 =3.

5. Sejam F um espaco vectorial sobre K, F' e G subespacos de F tais que F' é subespaco de G.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

F+G=FUG.

F UG é subespago de E.

Seue Feve(G, entaou+v € G.
@ Seue Feve G, entaou+v € F.

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

A|/B|C|D

Nome:

Nimero de caderno:[ | | | | | | [ ||

Rl Rl R R

Notas

Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opgao que considerar

adequada.
Caso assinale uma opgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X a sua nova opgao.

Para cada um dos grupos de escolha multipla, a cotagao atribuida é a seguinte:

* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
* Se responder correctamente: +1,8 valores;
* Se responder erradamente: —0,6 valores.

A classificacdo da parte de escolha maultipla (Grupos 1 a 5) é dada por

max {0, cly },

onde cly; designa a soma das classificagoes obtidas nos cinco grupos de escolha multipla.
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1. Considere a matriz B € Msy2(R) obtida a partir de A € Mz«2(R) efectuando as seguintes transformagoes

elementares nas linhas:
l l 13+21 -3l
AT A B 4, P B

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

2 3 2 3
10 2 2

SeA=§ 2 ZéentéoBzg 1 oé.
-1 1 -3 -3

2
1 0 1 0

32 32 3
0 0.0 10
B:§0 1 ozgo 1 02%1 0 oéA.
00 -3 021 001
[C] x(4)

r(B).

2 32 32 3
01 0_.100_.10 0
@B:§10020102§01 o?,A.
001 021 00 -3

2. Sejam E um espago vectorial sobre K, F' e G subespagcos de F tais que F é subespago de G.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

SeueFeve@,entiou+uveG.
F UG é subespaco de E.

Seue FeveG,entdou+v € F.
D] F+ra=FuG.

3. Considere o sistema de quatro equacoes lineares nas incognitas 1, xa, 3, T4:

1+ 2x3 — 24 =0

—az1 +azrs —azz+ (a+ 1)zg =1
(1—=PB)as+2xy =2

—Bx1 — 2Bxs + axy = —f3

(5)

Apenas uma das seguintes afirmagdes é FALSA. Indique qual é.

Sea=0ep=1,(-1,1,1,1) é solucdo do sistema.

Sea=0e =1, osistema é possivel indeterminado com g.i.=2.
Sea=1e(=-1, (%, 1,1, %) é solugao do sistema.

@ Se a=pFe (#0, o sistema é impossivel.

{Continua no verso desta folha]
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4. Considere as matrizes A, B € M3yx3(R):
2 3 2 3
-1 1 0 1 0 1
A:% 0 1 22,3:&2 1 oé.
-1 2 0 0 -1 2

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

A matriz A é invertivel e det A = 2.

[B] r(B) =2

3

1 1 -1
Clap=§2 1 4f=Ba
1 2 -1
2 3
0 1 1
@A+B:§ 2 2 22.
-1 1 2
2 3
-1 0 1
5. ConsidereamatrizAEngg(R),Azg 2 1 ,12
-1 1 1

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Az =3.
A7l =adj A.

2 3
-1 2 -1

41=8 0 1 1 é
1 -1 1

@ det A=1.

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

A|/B|C|D

Nome:

Nimero de caderno: [ | | [ [ [ [ [ [ |

SRl

Notas
1 - Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opgao que considerar
adequada.
2 - Caso assinale uma opgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X a sua nova opgao.
3 - Para cada um dos grupos de escolha multipla, a cotagao atribuida é a seguinte:
* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
* Se responder correctamente: +1,8 valores;

* Se responder erradamente: —0,6 valores.

4 - A classificacdo da parte de escolha miltipla (Grupos 1 a 5) é dada por
max {0, cly },
onde cly; designa a soma das classificagoes obtidas nos cinco grupos de escolha multipla.
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2 3
-1 0 1

1. Considere a matriz A € Ms3(R), A = g 2 1 -1 Z
-1 1 1

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

2
-1 2

3

A71:§ 0 1 12
1 -1 1

[B] A~! = adj A.

[C] 413 =3.

(D] det A =1.

2. Considere as matrizes A, B € M3x3(R):

2 3 2 3
-1 1 0 1 0 1
A:§ 0 1 22,31%2 1 02.
-1 2 0 0 -1 2
Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.
2 3
1 1 -1
AB=§ 2 -1 4 ézBA.
1 2 -1

r(B) = 2.

A matriz A é invertivel e det A = 2.
2 3

[

0 1

@A+B:§ 2 2 24

1 1 2
3. Sejam E um espago vectorial sobre K, F' e GG subespacos de E tais que F' é subespaco de G.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

SeueFevEG,entéou—Q—veG.

F+G=FUG.

F UG é subespaco de E.
@ Seue FeveGG, entaou+wv e F.

[Continua no verso desta folhaJ
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4. Considere a matriz B € Mzx2(R) obtida a partir de A € Mzx2(R) efectuando as seguintes transformagoes
elementares nas linhas:
ATl gy 2 g, Pl g

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

2

01 0_.100_.10 0
B—§1002§01oé§01 oéA.

L0010 9021 00 -3

10 0
B—§01 02501 25100214.

00 021 _ 001

2 2 3

1 2 2

SBA=§ 2 QéentéoBzg 1 oé,

-1 1 -3 -3

5. Considere o sistema de quatro equagoes lineares nas incognitas 1, To, T3, T4:
1 +2x3—2x4=0

—ax1 +axry —ars+ (a+1)zs =1
(1—B)xs +2z4 =2 '
=B —20x3 + axy = —f

(5)

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Sea=0ef=1,(-1,1,1,1) é solugdo do sistema.
Se a = e 3 #0, o sistema é impossivel.
Sea=1lef3=—1, (g, 1,1, 2) é solugao do sistema.

@ Sea=0e (=1, o sistema é possivel indeterminado com g.i.=2.

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

A|/B|C|D

Nome:

Nimero de caderno: | | | [ [ [ [ | ||

SRRl R

Notas
1 - Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opgao que considerar
adequada.
2 - Caso assinale uma opgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X a sua nova opgao.
3 - Para cada um dos grupos de escolha multipla, a cotagao atribuida é a seguinte:
* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
* Se responder correctamente: +1,8 valores;

* Se responder erradamente: —0,6 valores.

4 - A classificacdo da parte de escolha miltipla (Grupos 1 a 5) é dada por
max {0, cly },
onde cly; designa a soma das classificagoes obtidas nos cinco grupos de escolha maultipla.
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1. Considere o sistema de quatro equacoes lineares nas incégnitas x1, x2, 3, T4:

1+ 2x3 — x4 =0

—ar; +azrs —azz+ (a+ Dzy =1
(1—=PB)xs+2x4 =2

—Bx1 — 2Bxs + ary = —f3

(5)

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Sea=1ef3=-1, (%, 1,1, %) é solucdo do sistema.
Sea=pFe [ #0, o sistema é impossivel.
Sea=0epf=1,(-1,1,1,1) é solugao do sistema.

@ Sea=0e g =1, o sistema é possivel indeterminado com g.i.=2.

2 3
-1 0 1

2. Considere a matriz A € Ms«3(R), A = § 2 1 -1 é
-1 1 1

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

2
-1 2

3
A71:§ 0 1 12
1 -1 1
detAzl.
[C] 413 =3.
D] A~ = adj A.

3. Considere as matrizes A, B € M3x3(R):

2 3 2 3
-1 1 0 1 01
A:§ 0 1 22,3:§2 1 og.
-1 2 0 0 -1 2

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.
3

2
1 1 -1
AB=§2 -1 42:3/1.
1 2 -1
[B] r(B) =2.

2 3
0 1 1

A+B:§ 2 2 22.
~1 1 2

@ A matriz A é invertivel e det A = 2.

[Continua no verso desta folhaJ
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4. Sejam F um espaco vectorial sobre K, F' e G subespagos de E tais que F' é subespago de G.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

F+G=FUG.

Seue FeveG, entaou+v e F.
SeuEFevGG,entéou+v€G.
@ F UG é subespaco de E.

5. Considere a matriz B € M3zx2(R) obtida a partir de A € M3 2(R) efectuando as seguintes transformagoes

elementares nas linhas:
111 l3+21 —31;
A i)Z Al 3+—>2 A2 —L; B.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.
2 32 32 3
0 1 O 1 0 O 1 0 0
B:§1002§0102§01 oéA.
0 0 1 0 2 1 0 0 -3

r(A) :rZ(B). 5 , 5
1 0 2 2

SeAzg 2 QéentéoBzg 1 OZ.
- 1 -3 -3

1
2 32 32 3
10 0__.100_.010
@B:§01 02&01025100214.
00 -3 021 001

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

A|/B|C|D

Nome:

Niimero de caderno: | | | [ [ [ [ | [ |

ARl R

Notas

1 - Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opgao que considerar

adequada.
2 - Caso assinale uma opcgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X a sua nova opgao.

3 - Para cada um dos grupos de escolha multipla, a cotacao atribuida é a seguinte:
* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;

* Se responder correctamente: +1,8 valores;
* Se responder erradamente: —0,6 valores.
4 - A classificagao da parte de escolha miiltipla (Grupos 1 a 5) é dada por

max {0, cly },

onde cly; designa a soma das classificagoes obtidas nos cinco grupos de escolha maultipla.
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[Sé serdo consideradas certas as respostas devidamente justificadas. Mude de folha sempre que mudar de gmpg.]

[Cotagio]
2 3 2 3
1 —k 1 1
[4.0] 6. Para cada k € R, considere a matriz A, = g 0 k k é € Msx3(R). Sejam, ainda, B = g 0 é,
k k -k 0

2 3
T1
X =§ To é c M3X1(R).
x3
(a) Determine, usando determinantes, para que valores de k a matriz Ay é invertivel.

(b) Considerando o sistema de trés equagoes lineares AX = B, nas incégnitas x1,xs, x3, discuta este

sistema para o caso em que k = 0.

(c) Para k = —1, justifique que AX = B é um sistema de Cramer e determine o conjunto solugao deste.

Mude de Folha

[4.0] 7. Considere o sistema nas incognitas z,y, z,
r+22=0
(5) { :
y—z=0
(a) Construa a matriz simples do sistema e utilize-a para verificar se (—2,1,1) é solucao do sistema.

(b) i. Indique o conjunto solucao do sistema (S).

ii. Verifique que o conjunto solugao do sistema (S) é um subespago vectorial de R3.

(¢) Seja F = ((—2,1,1),(1,0,0)). Verifique que o vector (5,2,2) é um vector do subespago F mas nao

é solucao do sistema (S).

Mude de Folha

" #
! /
[3.00 8. (a) Considere a matriz M € Max2(R) tal que M = TET VY Mostre que
z w
h # h / / #
detM =det ~ Y 4det *
zZ w z
" # " #
. a b a b .
(b) Sejam A = J B= p € Max2(R). Utilize (a) para mostrar que
C (&

det(A + B) = 2(det A + det B).

Fim
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Uma resolugdo

Escolha Multipla

1. | 2. | 3. | 4. | 5.
VerssoA | B| D | C | B | D
VerssoB | D | C | C | C | C
VerssoC | A|A|D|A|C
VerssoD | A|A| A | B | A
(a) A matriz Ay é invertivel sse det Ay # 0.
Tem-se
1 -k 1 1 —k 1 . )
detAy=|0 &k k = 1o &k R T =
3+ (= “ kE+ k2 —2k
kK k -k 0 k+k> —2k
= k(—2k) — k(k + k*) = —k*(3 + k),
donde

det A #0 e —k*(34+k) A0 k#A0NEk # —3.

(b) Para k = 0, a matriz ampliada do sistema é
1 1
80 0 0 0%,
donde r(A) = r([A|B]) = 1 < n° de incdgnitas = 3. Logo, o sistema é possivel indeterminado, com

grau de indeterminagao 2 (= 3 — 1).

(¢) A_; é uma matriz quadrada e, atendendo & alinea a), tem-se que A_; é invertivel. Logo, o sistema

AX = B é um sistema de Cramer, visto que a sua matriz simples é quadrada e invertivel.

Atendendo & regra de Cramer, e atendendo a que det A_; = —(—1)3(3 — 1) = —2, vem

11 1
1 | -1 -l 1
n=-3|0 -1 -1|=-3|  |=-3(2=1
0 -1 1
1
1 1 1+2 0 1 1
$2:—§ 0 -1 :_5(—1) 1 1 = T3
-1 0 1
1 11 N
z3=—3| 0 -1 0|=—3 L =1
-1 -1 0

O conjunto das solugoes do sistema dado é {(1, —%, %)}
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7. (a) A matriz simples do sistema ¢é "

#
1 0 2
0 1 -1
Tem-se 2 3
#  _9 # #
0 2 g 12_ -2+2 0
0 1 -1 1-1 0
1

Logo, (—2,1,1) é solugao do sistema (S).

(b) i. Por se tratar de um sistema homogéneo, basta considerarmos a matriz simples do sistema:

#
1 0 2
01 -1~
T =—2z
que ja estd em forma de escada reduzida. Logo, Y=z , pelo que o conjunto solugao do
z€eR

sistema é {(—2z,z,2) : z € R}.
ii. Seja E ={(—2z2,2,2): z € R}. Tem-se:
1. E CR3, visto que z € R = (=22, 2,2) € R3.
2. Ogs = (0,0,0) = (—2 x 0,0,0) € E.

3. Sejam (—2z,z, z), (—2w,w,w) € E. Entao, z,w € R e
(=22,2,2) + (—2w,w,w) = (-22z — 2w,z + w,z + w) = (—2(z + w), 2 + w, z + w),

atendendo a distributividade da multiplicagao em relagao a adigao em R. Por outro lado,

z,w € R=z+w € R, donde
(—2(z4+w),z+w,z4+w) € E.

Assim, V(—2z, 2, 2), (—2w,w,w) € E, (—2z,2,2) + (—2w,w,w) € E.
4. Sejam o € R e (—2z,2,2) € E. Entao, z € R,az € R e a(—22,2,2) = (—2az,az,az) € E.
Assim, Voo € R,V(—22,2,2) € E, a(—2z,2,z) € E.
As quatro condigoes verificadas permitem-nos concluir que o conjunto solucao do sistema (.5) é
um subespaco vectorial de R3.
Alternativamente, podemos considerar a seguinte resolugéo. O conjunto solugao de (.S) é, como
vimos,

{(=22,2,2) : z€e R} ={2(-2,1,1) : z € R} =((-2,1,1)),
que se trata do subespaco vectorial de R3 gerado pelo vector (—2,1,1).

(¢) (5,2,2) é um vector do subespaco F se for combinagéo linear dos geradores de F, isto é, se existirem
escalares a, 0 € R tais que
a(=2,1,1) + 8(1,0,0) = (5,2, 2).

Esta condicao é equivalente a

-2 =5 =2
ath & “ . Logo, (5,2,2) € F.
a=2 6=9

As solugoes do sistema (5) s@o da forma (—2z, z, z), com z € R, o que néo é o caso do vector (5,2, 2),

jd que 5 # —2 x 2. Por isso, (5,2,2) ndo é solugdo do sistema.
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8. (a) Atendendo ao facto de M € Mayx2(R), temos

" #

/ /
det M = det “T¥ YTV

z w

= (z+2)w—(y+y)z

= aw+rw—yz—1y'z (%)
= (zw—yz)+ ('w—19'z
(zw,— yz) 4 ,y% a
= det vy + det
z w z

(%) pelas propriedades comutativa e associativa da adigdo em R e distributiva da multipliaca¢do em

relagao a adigao em R.

’ b bl
(b) Tem-se A+ B = ata b+ . Atendendo a a), temos que
2c 2d
" # . #
b b
det(A+ B) = det “ +det ¢
2c 2d 2c 2d
“ # “ #
a b !
= 2det + 2det
c d c

= 2(det A + det B).



