Algebra Linear e Geometria Analitica C
Departamento de Matemdtica FCT-UNL
Primeiro Teste — 29 de Novembro de 2006

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

Nome:

—

A|B|C

Ntmero de caderno: | | | | | | | | | |

Rl Rl R R

Atencao

1 - Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opgao que considerar

adequada.

2 - Caso assinale uma opgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X a sua nova opgao.

3 - Para cada um dos grupos de escolha multipla, a cotacao atribuida é a seguinte:

* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
¢ Se responder correctamente: +1,8 valores;

* Se responder erradamente: —0,6 valores.

4 - A classificacao da parte de escolha miltipla (Grupos 1 a 5) é dada por
max {0, cly },

onde cly; designa a soma das classificagoes obtidas nos cinco grupos de escolha multipla.

a b c
1. Considere a matriz invertivel A= | d e f | € Msx3(R).
g h 1

Apenas uma das afirmacoes seguintes é FALSA. Indique qual é.

g h i
—d —e —f |=]A]
a b c
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@ 24 ¢ invertivel e (24)7! = 1A~

[Continua no verso desta folha]
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2. Considere, em M3x3(R), as matrizes

1 0 1 1 o 1
A= 2 0 5|leB=|0 1 -1 |,comacR.
-1 0 -4 1 22 0

Apenas uma das afirmacoes seguintes é FALSA. Indique qual é.

Os elementos da matriz ABT nao dependem de a.
A matriz adjunta de A tem duas linhas nulas.
Se v = 1 entdo B ¢é invertivel.

[D] 2B =8|B|.
3. Sejam A, B € M, x,(K), com K € {R,C}.

Apenas uma das afirmacoes seguintes é FALSA. Indique qual é.

Se A é invertivel entao a forma de escada reduzida de A é I,,.
Pode ter-se B # 0 e ABA =0, com A invertivel.
Se A tem caracteristica inferior a n entdo A adj A = 0.

@ Se a forma de escada reduzida de A é I,, entdo A é invertivel.
4. Para «, 8 € R, considere o sistema de equagoes lineares, nas incégnitas x1, 2, T3, x4, sobre R,

1 +2x3—2x4=0
ary +axs +3axs+ (1—Flag=1-0

azxy + 2ax3 — fxy = —0.
Apenas uma das afirmagoes seguintes é FALSA. Indique qual é.

Se o = 0 # 0 entao o sistema é impossivel.
E Se a = =0 entdo o conjunto das solugoes do sistema é {(1 — 2as3, @, 3,1) : a9, a3 € R}.
Se a # [ entdo, qualquer que seja o € R, o sistema é indeterminado, com grau de indeterminacao 2.

@ O sistema nao é possivel e determinado.
5. No espaco vectorial real R3, considere os vectores

uy = (1,0,1), up = (0,1,1), ug = (0,2,1), ug = (0,7,4).

Apenas uma das afirmagoes seguintes é FALSA. Indique qual é.

u1, Uz, uz sao linearmente independentes.
((0,1,1),(0,2,1)) = ((0,1,1), (0,2,1),(0,7,4)).
(0,6,5) € ((0,2,1),(0,1,1)).

@ u1, Uz, Uyg S0 linearmente dependentes.
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(Sc’) serdo consideradas certas as respostas devidamente justificadas. Mude de folha sempre que mudar de gmpg.]

[Cotagio]
6. Seja A € M3x3(R) e considere as matrizes definidas da seguinte forma:
B é a matriz que se obtém de A multiplicando a linha 1 por 2;
C é a matriz que se obtém de B adicionando a linha 3 a linha 1 multiplicada por 2;

D é a matriz que se obtém de C' trocando as linhas 2 e 3.

Esquematicamente,
A 214 B l3+214 C lo—l3 D
[1.5] (a) Indique matrizes elementares U, V, W € Ms.3(R) tais que
WVUA = D.

[1.0] (b) Se |A| =6 indique, em fungéo de ¢, o valor de |D].

-1 2 0
[1.0] (c) SeD=| -1 2 0 |, determine a caracteristica de A.

0 2 0

Mude de Folha

7. Considere a matriz

o 0 0
1 1 1
Ay = eM .
@ 0 4 —a 4><4( )
1 -1 2 3
[1.5] (a) Utilize o Teorema de Laplace para demonstrar que
|Aq| = a® + 4a.
[0.5] (b) Determine o conjunto dos valores de «, para os quais a matriz A, é invertivel.
[1.0] (¢) Determine a inversa de Ay, isto é, de A,, com a = 1.
[1.0] (d) Considere o sistema A,X = 0 e indique o conjunto dos valores de a para os quais o sistema é

indeterminado.

Mude de Folha

8. Seja A = [Aij] € Mpxn(K), com K € {R,C} e A\ij o complemento algébrico do elemento da posicao (i,j)
de A. Demonstre que:
[1.5] (a) Se,i,j € {l,....,n} ei+# j entdo Ailﬁjl + ..+ AmA\jn =0.
[2.0] (b) Se tem A adj A = |A|I,.
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Uma resolugdo

. C

. D

(a) As matrizes elementares pedidas sdo o resultado de efectuar & matriz identidade as transformagoes

elementares indicadas. Assim,

2 0 0
.
I3 2 U= | o 0
0 0 1
0 0
_
Is i5+2, V=10 1 o
2 0 1
1 0 0
—
Is btz W=1|0 0 1 |.
0 1 0

(b) Conhecemos o efeito que cada uma das transformacoes elementares tem sobre o determinante de

uma matriz. Portanto,

it 1 . 1
AI=351Bl, =, 5101, =, - 31D)

i3+ 211 9 lgelg 2
Temos entao |D| = —20.

(¢) A matriz D foi obtida a partir da matriz A através de transformacoes elementares sobre linhas,

portanto, r(D) = r(A).
1 2 o0 -1 2 0 -1 2 0
AWD: 1 2 0 |la+(=Dli| 0 0 0 |lalz| 0 2 0 |,
logo r(A) = 2.

(a) Calculemos |A4,| utilizando o Teorema de Laplace.

a 0 0 1 1
1 0 1 1 |LaslL
Aol =| o . . |5 a0 4 —a
1 -1 2 3 b2 s
R =D (=13 L o g (—a—4) = a2
b (=1)(-1) y a(—a—4) =a" +4a
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(b) Sabemos que A, serd invertivel se, e s6 se, |4,| # 0.

Como, pela alinea anterior, |A,| = o? + 4a e
o +4a#0se, esése, a#0ea#—4,

concluimos que A, é invertivel se, e s6 se, a € R\{—4, 0}.

Alternativamente, podiamos estudar a caracteristica da matriz A,. Como A, € Myx4(R), sabemos

que A, serd invertivel se, e s6 se, r(A,) =4 (= ordem de A,).

«a 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1
1 0 1 1 th; (e 0 0 0 [LZ+(,(;);1 0 0 —Q — g
0 0 4 -a 0 0 4 —a |[WtEDAl o ¢ 4 -—a
1 -1 2 3 1 -1 2 3 0 -1 1 2
1 0 1 1 1 0 1 1
— o -1 1 0 -1 2 3
Ll I+ Lal
TR0 0 4 —a |[PTA 0 0 4 —a
0 0 -—-a -« 0 0 0 —-a-1ia?
Assim, concluimos que
1 0 1
0 -1 1 2 ,
r(Aq) =T o o 4 e 1(Ay) =4se esése, a#0ea#—4
—Q
0 0 0 -a-1ia?
1 0 0 0
) . 1 0 1 1
(¢) Determinemos a inversa de A; = o o0 4
1 -1 2 3
Abreviadamente, vamos determinar A; ' fazendo [A;|I4] Ginhas) [I4]A;7Y).
1 0 0 0] 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 07
(AL |T,] = 1 01 1]0 10 0|Kog|lo o1 1] -1 10 0]~
0 0 4 —-1] 0 0 1 o0 |ty g 0 4 -1 0 0 1 0
1 -1 2 3]0 0 0 1 0 -1 2 3| -1 0 0 1|
1 0 0 0 1 0 0 0 10 0 0 1 0 0 01
— o -1 2 3| -1 0 0 1 |m=z]lo 1 -2 -3 1 0 0 -1 |~
ly—lo (3 1)l4
0 0 4 -1 000 1 0|20 0 1 1] -1 1 0 o0
o 0o 1 1| -1 1 0 o0 00 4 -1 00 1 0|
1 0 0 o0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0]
0 1 -2 -3 1 00 -1|—|0 1 -2 -3 1 0 o -1 |~
s+ (—4) Y
S L e T 1o 0o 1 1 1 1 0 o
00 0 -5 4 —4 1 0 o0 o 1| -2 4 1 o]
1 0 0 0 10 0o 0 1 0 0 0 1 0 0o 0
o | 001 =2 0| - 2 -% -1 |- 0 1 0 0| -3 ¥ -5 -1
l2+3la | 9 o9 1 o0 11 A e B 11 )
-5 5 3 -5 5 3
4 4 1 4 4 1
o0 o0 1| -4 4 _1 9 00 0 1| —% 4 _1 9
Logo
1 0 )
-1 -3 ¥ -3 -1
A= 008 1
5 5 5
4 4 1
-5 5 -5 0

d) O sistema ¢é indeterminado se, e s6 se, r(A,) < 4 =n° incégnitas, ou seja, se e s6 se A, nao é
b) ) b b

invertivel e pela alinea b) se, e 86 se, a € {—4,0}.
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8. (a) Ver a demonstracdo do Teorema 3.24, pdgina 98, linhas 3 a 10.

(b) Ver a demonstragdo do Teorema 3.24, piginas 97 e 98.



