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Algebra Linear e Geometria Analitica D
Departamento de Matemdtica FCT-UNL
Primeiro Teste — 29 de Novembro de 2006

a b c 1 0 1
1. Sejam A= | d e f | €Msx3(R) e B 0 1 2 | €Msus(R).
g h i 1 0 0

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

a b c

2d 2 2f |=2|A]

a+g b+h c+i

a b c

Bl |Al=% 6d 6  6f

a+g b+h c+i

a b c a b c
As matrizes 6d 6Ge 6f e| d+g e+h f+i | tém a mesma caracteristica.
a+g b+h cH+i g h i
0 0 1
D] B1=| 2 -1 2
1 0 -1

2. Sejam Ae M5X4(R), B e M4X5(R), Ce M5X5(R) eDce M5X5(R).

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

BA € Myyxs(R).

BT A néo esté definida.
Se ABCD + Is = 0545 entao CD e D sao invertiveis.

@ Se BA é invertivel entao A tem caracteristica 5.

1 -1 2 0 0 1
3. Considere as matrizes A = | 1 1 -1 | EMsx3(R) e B=| 3 -1 1 | €Msx3(R).
0 2 -3 1 2 1

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

|B| — B = 0, onde Bis representa o complemento algébrico do elemento Bis.
Aadj A # 0343, onde adj A designa a matriz adjunta de A.

adj B é invertivel.

@ Nio existe uma matriz C' € Mzx3(R) tal que AC é invertivel.

(Continua no verso desta foIhaJ
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4. Seja F = (u1, us,u3) um subespaco do espaco vectorial R? onde
uy = (1,0, —1), U = (3,0,5) € us = (0,0,2)

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

(3,0,2) € F.
FN{(1,0,-1)) = ((1,0,—1)).
F #R3.

@ ((1,1,2)) é um subespago de F.

5. Seja F um espago vectorial sobre R e uy, ug, us, uq vectores de E.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

(u1,us + us, u2,uz, ug) é linearmente dependente.
u1 + uz é combinagao linear de (uy,us + usz, uz).
Se u; — ug + 2uy = 0 entdo uy é combinacao linear de (uq,usz, us).

@ Se (u1, ug, uz, ug) é linearmente independente entao (cuy, us, us, uyg) é linearmente independente para
todo o a € R.

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

A|/B|C|D

Nome:

Nimero de caderno: [ | | [ [ [ [ [ [ |

RNl R

Notas

Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opgao que considerar

adequada.
Caso assinale uma opgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X a sua nova opgao.
Para cada um dos grupos de escolha multipla, a cotacao atribuida é a seguinte:
* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
* Se responder correctamente: +1,8 valores;
* Se responder erradamente: —0,6 valores.
A classificagao da parte de escolha maultipla (Grupos 1 a 5) é dada por

max {0, clm },

onde cly; designa a soma das classificagoes obtidas nos cinco grupos de escolha multipla.
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[Sé serdo consideradas certas as respostas devidamente justificadas. Mude de folha sempre que mudar de gmpg.]

6. Seja A= {az? +br+ceRsfz]:a+c=0 A a+b=c}.

(a) Prove que A é um subespaco de Ra[z].
(b) Determine um conjunto de geradores de A.

(¢) Mostre que A # Raz].

Mude de Folha

7. Para cada a € R e b € R, considere o sistema de equagoes lineares, nas incognitas x,y, z, sobre R:

rTH+ay+z=2
—dr4+y+2z2=-2 .
204+ (2a+1)y=0>
(a) Discuta o sistema em fungdo dos pardmetros a e b.
(b) Considere a = —-1eb=2.
(i) Determine o conjunto das solugoes.

(ii) Indique duas solugoes do sistema.

Mude de Folha

8. Seja A uma matriz real de ordem n.

(a) Mostre que o conjunto das solugdes do sistema homogéneo AX = 0,,x1 é um subespago vectorial de
R™.
(b) Justifique que se X7 e Xo s@o duas solugoes do sistema AX = 0,x1 entdo aX; + X5 também é

solugao do sistema, para quaisquer «, 5 € R.

Fim






U U w o g

s
%% &

Algebra Linear e Geometria Analitica D
Departamento de Matematica FCT-UNL
Primeiro Teste — 29 de Novembro de 2006

Uma resolucdo

a) Comecemos por verificar em que condigoes um vector u do espago Ra[z] pertence ao conjunto A.

Temos,
ueEA & ueRr|Au=ar’+br+chat+c=0Na+b=c

& ueRr]Au=ar?+br+cha=—cAb=2c

& ueRyr]Au=(—c)z?+ (2c)xr+cAceER

& u=c(-22+2r+1)AceR

& uwe(—2?+2zx+1).
Sabemos por um resultado da tedrica, que num espago vectorial E o conjunto de todas as combinagoes
lineares de uma sequéncia de vectores de F é um subespaco vectorial de E.
Dado que provdmos acima que A = (—z2+2x+1) ou seja, que A é o conjunto de todas as combinagoes

lineares do vector —x? + 2z + 1, podemos conclufr que A é um subespago de Ry |x].

Alternativamente poderiamos ter provado que o conjunto A verificava as seguintes condicoes:

I. A C Ryl

IL. Opy[z) = 0z2 +0x +0 € A.
1. Se az? + bx + c e a’x? + b’z + ¢/ pertencem a A entdo (ax? + bx + ¢) + (/z? + bz + ) € A.
IV. Se o € R e az® + bz + ¢ € A entdo a(az® + bz +¢) € A.
Na alfnea anterior provdmos que F' = (—x? + 2z + 1). Assim um conjunto de geradores de F pode
ser {—x? + 27 + 1}, que é um conjunto com um s6 gerador.

Seja u = 22 + x + 1. Temos que u € Ry[z] e u ¢ A, dado que relativamente ao vector u se tem
a+c=2#0ea+b=2%#c Logo A+# Ry[z].

O sistema dado pode ser escrito na forma matricial

N 1 a 1 )
A[ y | =B, com A= | —4 1 2 e B=| -2 ]
: 2 2a+1 0 b

Efectuando na matriz ampliada do sistema, a matriz [A|B], transformagdes elementares sobre linhas,

vamos obter uma matriz [A’|B’] a partir da qual poderemos fazer a discussao do sistema. Assim

1 a 1 2 1 a 1 27 _,
— lo+4l
[A|B] =| -4 12| 2| 2l 0 a1 6 6
2 2a+1 0 b 0 1 -2 | b-4
1 a 1 2 1 a 1 2
Iy = 13| 0 1 -2 | b—4 | gr(-@ariz| 0 1 -2 b—a | =[A|B].
0 4da+1 6 6 0 0 8a+8 | —dab+16a—b+10
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Tendo em conta a matriz [A’|B’] concluimos que:

e Se8a+8#0ebe R, ousejasea# —1ebe R, entdor(A) =r([A|B]) = ntmero de incégnitas =

3.

Logo, neste caso, o sistema é possivel e determinado.

Se8a+8=0e3b—6=0,isto é,sea=—1eb=2entao
r(A) =r([A|B]) = 2 < numero de incégnitas = 3.

Logo, neste caso, o sistema é possivel e indeterminado com grau de indeterminagao

1 = (ntmero de incégnitas — r(A)).
Se8a+8=0e3b—6+#0,isto é se a=—1eb#2entdor(Ad) =2 <r([4]|B]) =3.

Logo, neste caso, o sistema é impossivel.

b) a=-1eb=2.
i) Para a = —1 e b = 2 a matriz [A’|B’], obtida na alinea anterior, toma a forma
1 -1 1 2
o 1 -2 —2|.
0o o0 o0 0

Partindo desta matriz, efectuando transformacoes elementares sobre linhas, determinemos uma

matriz em forma de escada reduzida.

1 -1 1 2 10 -1 0

—_
o 1 —2| —2|h+klo 1 —2| —2| =[A"|B"].
o 0 o0 0 00 o 0

A matriz [A”|B"] estd na forma de escada reduzida. Assim, o conjunto de solugoes do sistema,

relativamente ao caso pedido, é

{(z,y,2) ER®: =2 AN y=22-2 A z€R} ={(2,22—-2,2): z€ R}

ii) Dado que o sistema a considerar é possivel e indeterminado, para obter duas solugoes do sis-

tema, bastard no conjunto solugoes determinado na alinea anterior, substituir a incégnita livre

(independente) z por dois valores reais, e obter os valores respectivos para as incégnitas bésicas

(dependentes), que sdo x e y. Assim, para z = 0 vem z = 0 e y = —2. Temos entdo a solugao

(0,

—2,0). Para z=1vem x =1 e y = 0. Obtemos entdo outra solu¢ao que é (1,0, 1).

8. a) Sejam A uma matriz real de ordem n e F' o conjunto das soluges do sistema AX = 0,x1.

Vejamos que sao verificadas as quatro condigoes que garantem que F é um subespaco de R™.

L
IT.
III.

Iv.

Por defini¢ao do conjunto F temos que F' C R".
O vector Ogn = (0, ...,0) € F' dado que o sistema é homogéneo, logo admite a solugdo nula.
Sejam (z1, ..., xn) € (2], ...,x),) elementos de F', ou seja duas solugoes de AX = 0,,x1. Ve-

!/
n

/

jamos que (x1,...,x,) + (2],...,z),) € F, ou seja que (x1,...,2y) + (z],...,2z),) é também

solugdo do sistema AX = 0,x1. Ora, (z1,....,2n) + (@], .., 2)) = (x1 + 2}, ...,xn +2,) €

)A{ "

Tn

’ ’
T + T x1 xy

A<[

Tn

Ty

A + +A = Opx1-

/

w’IL

’ ’
Tn + Ty Ty

sendo esta dltima igualdade consequéncia de que, por hipétese, (z1, ..., x,) e (2], ...,2},) sdo

solucgoes.

Finalmente sejam o € R e (z1,...,2,) € F. Entdo a(zy,...,x,) = (az1,...,0z,) € assim

A{ } zaA[ N

temos

= alpx1 = Opx1.
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b) Dado que X; e X5 s@o duas solugdes do sistema AX = 0,1, sdo também dois vectores do
subespago F' considerado na alinea anterior. Como aX; + X5 é uma combinacao linear de dois
elementos de F' e F' é subespaco, concluimos que aX; + X5 é também um elemento de F', sendo

portanto uma solucao do sistema AX = 0,,x1, para quaisquer «, 3 € R.



