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PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

Respostas

Ezzzodecademo:y T T 1T R

Atencao

- Relativamente as questoes que queira responder, assinale

ARl R

com um X a opcao que considerar adequada.

- Caso assinale uma opgao e depois queira altera-la, risque-a e

assinale com um X a sua nova opgao.
- Para cada um dos grupos de escolha maultipla, a cotagao
atribuida é a seguinte:
e Se nao responder ou assinalar com um X mais do que
uma opgao: 0 valores;
e Se responder correctamente: +1,8 valores;

e Se responder erradamente: —0,6 valores.

- A classificagdo da parte de escolha miiltipla (Grupos 1 a 5)

é dada por | max{0,cly} |, onde cly; designa a soma das clas-

sificagoes obtidas nos 5 grupos de escolha maultipla.

a b ¢

a b c
1. Sejam A= | d e f |, B=|d e f |€MsusR).
g h Z g/ h/ i/

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

a b c

d e ;| =141+ Bl

g+9g h+h i+

a ib c a b c —2a —2b —2c
[BllAI=4/a e j|=45d fe if |= 34 e
g %h i g h i —29 —2h —2i
a %b c
[Cl1A]=]2d¢ e 2f
g %h i

@ Se |A| = 2 entdao A é invertivel e [5A™!] = 53x2.

[Continua no verso desta folhaJ
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2. Para a, 8 € R, considere o sistema de equagoes lineares, nas incognitas z,y, z, sobre R,

r—y+z=1
r+(B-3)y+pz=3
2w—2y+(B+1)z=a+4
3z —3y+3z=3

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

Se f=1e a# —2 entao o sistema é impossivel.

Se =2 e a=0 entao o sistema ¢é possivel indeterminado com grau de indeterminacao 1.
Se 3 € R\ {1,2} entao o sistema é possivel indeterminado.

@ Se f=1e a=—2 entdo o conjunto solugdo do sistema é {(—1 — z, =2, z) : z € R}.

3. Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Existe A € M3y3(R) invertivel tal que adj A tem caracteristica 2.
Se A € M3y 3(R) é invertivel entéo |A| # 0 e |adj A| # 0.

Se A € M3y«3(R) nao é invertivel entdo Aadj A é a matriz nula.
@ Se A € M3«3(R) e |A| =1 entdo A é invertivel e A~ = adj A.

1 0 0 2
. 0 2 1 0
4. Seja A, = € Myxa(R).
0 1 a O
2 0 0 1

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

[Aa| = 520 1).

A, é invertivel se, e s0 se, o # %
Se a =
@ Se a =

5. Seja P € M3,3(R) e considere as matrizes definidas da seguinte forma:

entao A, tem caracteristica 3.

Nl= N=

e B € Myx4(R) é invertivel entdo BA, tem caracteristica inferior a 4.

Q) é a matriz que se obtém de P trocando as linhas 1 e 2;
R é a matriz que se obtém de ) multiplicando a linha 2 por —5;
S é a matriz que se obtém de R adicionando & linha 3 a linha 1.

Em esquema, temos
P

l1‘—>12 Q —512 R l3+1l1

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.
| = 5/P].
2
[RIIQ| = 5/P".
10 0
S=1]0 1 0
1

0 1

R.

1 0 0 1 0 o0 01 0
@ Se S =I5 entdo P é invertivele P~ =] o0 1 o 0 -5 0 1 0 0.
1
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[Cotacio]

[L.5]
[2.0]

[1.5]

[1.0]
[1.5]

[1.0]

[2.5]

Sé serdo consideradas as respostas devidamente justificadas. Mude de folha sempre que mudar de grupo.

6. Considere a matriz
A 1 1

A=A x+1 2 € M3y3(R).
A A+l A+2

(a) Mostre que |Ay]| = 3.
(b) Para A = 1, justifique que A; é invertivel e determine a sua inversa.

(¢) Considere o sistema homogéneo Ay X = 0. Averigie se existe A € R tal que o referido sistema tenha,

pelo menos, duas solucoes distintas.

Mude de Folha

7. Considere a matriz A € M3x3(R) tal que

A=

o O =
S = O
= N O
[ R R
= o O
oS = O
o O W
S = O
= o o

(a) Justifique que A é invertivel.
(b) Exprima A~! como produto de matrizes elementares.

(c) Calcule |A] e |[A7Y.

Mude de Folha

8. Seja A € M, xn(R). Considere B € M,,«,»(R) a matriz que se obtém a partir de A quando se multiplica

a linha i de A por um real . Em esquema, temos A —— B. Mostre que |B| = aAl.
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Uma resolucdo com notas explicativas

w
> > Q U

5. B

6. (a) Podemos obter |A,| calculando o determinante de uma matriz A), obtida a partir de Ay, efectuando
transformacoes elementares sobre linhas/colunas. Dado que conhecemos o efeito que cada uma das
transformagoes elementares tem sobre o determinante de uma matriz, sabemos relacionar |A| com
|A4|. Como sabemos que o determinante de uma matriz triangular é igual ao produto dos elementos

da sua diagonal principal (fécil de calcular) tem especial interesse que A seja triangular.

A1 1 B A1 1 A1 1 s
[Ax| =] 2 A+1 2 |,eCoul 0 A 1 BT I I AxAxA = A°.
A A+1 a42 |BFEDU g X a4 0 0 X

(b) Sabemos que A; serd invertivel se, e s6 se, |A1| # 0.

Como, pela alinea anterior, [A;| = 1 # 0 concluimos que A; é invertivel.

(Alternativamente, podfamos calcular a caracteristica da matriz A;. Como A; € Msy3(R),
sabemos que A; serd invertivel se, e s6 se, r(A;) =3 (= ordem de Ay).

Se atendermos as matrizes envolvidas no calculo do determinante da alinea anterior, concluimos

que
11 1 111
r(A;) =r 1 1+1 2 =T 0 1 1 =
1 1+1 142 0 0 1
Logo A; é invertivel. )
111
Determinemos a inversa de Ay = 1 2 2
12 3
Abreviadamente, vamos determinar A; ! fazendo [A; | I3] “inhas) [I5] A1)
11 0 o 11 1| o 0 1 1] 1 0 o
A | Ia] = It (—1)ly IRV -
[Ay | I5]=]| 1 2 2o o |2t o 1 1| -1 1 0 |l+(Diz{ 0 1 1[-1 1 0
12 3|0 0 1 01 2|-1 0 1 00 1] 0 —1
11 ool 11 -1 1.0 0] 2 -1 o0 .
— _— —
2TEnE| o 0l -1 2 -1 |h+(Dilo 1 o|-1 2 -1 |=[I3]A "]
00 1| 0 -1 1 00 1| 0 -1 1
Logo
. 2 -1 0
A7 = -1 2 -1
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(Alternativamente, podiamos determinar A; 7! utilizando a matriz adj A;. Tem-se

LT
2 2 12 12
+ - +
2 3 103 12
.
2 -1 0
—1 Lo 1 11 11 101
Ay :A—adJ/h:I -1y 3 +Hoo, -1, 5 = -1 2 -1
Al 0 -1 1
IR N N N I A I I
L22 12 12| |
2 -1 0
= -1 2 -1|.)
0 -1 1

(¢) Sabemos que um sistema homogéneo é sempre possivel porque admite, pelo menos, a solugao nula (ou

equivalentemente, porque a caracteristica da matriz simples do sistema é sempre igual a caracteristica

da matriz ampliada).

Observemos que A, X = 0 é um sistema homogéneo a trés incgnitas e, portanto, (0,0, 0) é a solugdo

nula do sistema, isto é,
0
A)\ 0 =0.
0

O sistema A)yX = 0 terd mais do que uma solucdo se, e s se, existir A € R tal que AyX =0
seja indeterminado ou, equivalentemente, existir A € R tal que r (A)) < 3 = n° de incégnitas. Pela
resolucao da alinea (a), sabemos que

A1l 3, se \#£0
r(Ay) =r 0 X 1 =3 5 /\#0
, se A=

o
>

Logo, para A = 0, o sistema A)X = 0 tem, pelo menos, duas solucoes distintas.

A matriz
1 0 0 1 0 3 0
A=10 1 2 0 0 1 0
0 0 1 0 1 0 0 0 1

é o produto de matrizes elementares. Como toda a matriz elementar é invertivel e o produto de

matrizes invertiveis é ainda uma matriz invertivel, concluimos que A é invertivel.

Dado que A é invertivel e

1 0 0 1 0 3 0 0
A=10 1 2 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0 |
tem-se
1 0 0 1 0 0 3 0 -1 3 0 017 'T1 0 017! o o1t
A7l = 0 1 2 0 0 0 1 0 =1]0 1 0 0 1 0 1
0 0 1 0 0 0 1 0 0 Lo 1 o 0 0
1 0 1 0 1 0 0
=10 1 0 1 0 1 -2
0 1 0 1 0 0 0 1

Como a inversa de uma matriz elementar é ainda uma matriz elementar, exprimimos A~ como

produto de matrizes elementares.

Como o determinante do produto de matrizes quadradas é igual ao produto dos determinantes das

matrizes envolvidas, tem-se

1 0 0 1 0 0 3.0 0
[Al=1]0 1 2|x/0 0 1 /xl0o 1 0]|=1x(-1)x3=-3.
0 0 1 0 1 0 0 0 1
Dado que |[A71| = |17|, concluimos que [A7!| = —1.
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8. Seja A = [a;j] € Myxn(R) e B=| aasn --- aa, |. Aplicando o Teorema de Laplace a linha i de B,
ani  ctc Gnp

obtemos

|B| = (a;1)Bi1 + - - + (0in) B
=« (ai1Bi1 + -+ aian> .

Como Bﬂ = Ail; ..

., Bin = A;p concluimos, como pretendiamos, que

Bl =a (ailAil +ot az’nAin) =alA|.



