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Algebra Linear e Geometria Analitica B
Departamento de Matemdtica FCT-UNL
Segundo Teste — 16 de Dezembro de 2006

. Considere os subespacos F = {(z,y,z,w) ER*: x =2y Az = w} e G = ((1,0,0,0),(0,0,0,1)).

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

dimF =2edimG =2.
((2,1,0,0),(0,0,1,1)) é uma base de F.

F+G={((3,1,0,0),(0,0,1,2)).
@ Se dim F' 4+ G = 4, entao dim F NG = 0.

. Sejam E um espago vectorial sobre K de dimensao finita, (eq,...,e,) uma base de E e v € E.

Apenas uma das seguintes afirmagdes é FALSA. Indique qual é.

A sequéncia (eq,...,e,,v) é linearmente dependente.

<€1,...,6n,1> g E
dim F = n.

@ A sequéncia (eq, ..., e,,v) ndo é uma sequéncia geradora de E.

. Considere a matriz B € M3, 3(R): > 3
-2 0 0

B :§ 1 -1 0 Z
3 3 2

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

h iT h it
B 1 -1 0 =—2 1 -1 0 ,logo —2 é valor proprio de B.
h it h it
B 0 0 O =3 0 0 0 ,logo 3 évalor préprio de B.
2 3
2 0 0
B é semelhante & matriz diagonal D = g 0 -1 0 Z
0 0 -2

@ O polinémio caracteristico de B é p(z) = —23 — 22 + 4x + 4.

[Continua no verso desta foIhaJ
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4. Sejam f : R — R3 uma aplicagio linear e B; = ((1,0,0), (1,1,0),(1,1,1)) e B2 = ((2,1,0),(1,0,2), (0,1,2))

bases de R3. Considere a matriz da aplicacdo linear
1 2 0

-1
1

2 3
AZM(J’";31,732)=§0 lé-
0 1
Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

£(1,1,0) = (2,-1,1).

dimIm f = r(A).

£(1,1,1) = (1,0,2) + (0,1, 2).

(D] Se P = M(idgs; By, By), entdao M(f; B, By) = PAP.

5. seja f : E — E’ uma aplicacao linear sobrejectiva.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Se dim E > dim E’, entdo f nio é injectiva.
Se dim F = dim E’, entdo Nuc f # {Og}
dimIm f = dim E’.

[D] dim Nuc f = dim E — dim E'.

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

A|/B|C|D

Nome:

Nimero de caderno: | | | [ [ [ [ | [ |

RNl R

Notas

1 - Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opgao que considerar

adequada.
2 - Caso assinale uma opgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X a sua nova opgao.

3 - Para cada um dos grupos de escolha multipla, a cotacao atribuida é a seguinte:

* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
* Se responder correctamente: +1,8 valores;
* Se responder erradamente: —0,6 valores.

4 - A classificagdo da parte de escolha miltipla (Grupos 1 a 5) é dada por

max {0, clm },

onde cly; designa a soma das classificagoes obtidas nos cinco grupos de escolha multipla.
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1. Considere a matriz B € M3x3(R):

2 3
-2 0 0

B:§ 1—102
3 3 2

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

O polinémio caracteristico de B é p(z) = —a3 — 22 + 4z + 4.
h ir h i

B 0 0O =3 0 0 0 ,logo 3 évalor préprio de B.
h i h it
B 1 -1 0 =—2 1 -1 0 ,logo —2 é valor préprio de B.
2 3
2 0 0
@ B ¢é semelhante a matriz diagonal D = g 0 -1 0 é
0 0 -2

2. seja f : E — E’ uma aplicacdo linear sobrejectiva.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

dimIm f = dim £

Se dim E = dim E’, entdo Nuc f # {0}
dim Nuc f = dim E — dim E'.

@ Se dim F > dim F’, entdo f nao é injectiva.

3. Sejam E um espago vectorial sobre K de dimensao finita, (eq,...,e,) uma base de E e v € E.

Apenas uma das seguintes afirmagdes é FALSA. Indique qual é.

dim F = n.
(1, en1) G E.

A sequéncia (e, ..., e,,v) ndo é uma sequéncia geradora de E.

@ A sequéncia (eq, ..., e,,v) é linearmente dependente.

{Continua no verso desta folha}




Departamento de Matematica FCT-UNL ALGA B 2006-07 — 2° Teste

2-3

4. Considere os subespacos F' = {(z,y,z,w) € R*: 2 =2y Az =w} e G = ((1,0,0,0),(0,0,0,1)).

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

dimF =2edimG =2.

@ Se dim F' + G = 4, entdao dim F NG = 0.
((2,1,0,0),(0,0,1,1)) é uma base de F.
(D] F+G =((3,1,0,0),(0,0,1,2)).

5. Sejam f : R? — R? uma aplicagdo linear e By = ((1,0,0), (1,1,0),(1,1,1)) e By =

bases de R3. Considere a matriz da aplicacdo linear

M(f;B1,Bo) g 0 -1 1 é
1

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Se P = M(idgs; Ba, By), entdo M(f; By, B1) = PAP.
f(1,1,1) = (1,0,2) + (0,1,2).

dimIm f =r(A).

D] £(1,1,0) = (2,-1,1).

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

((2,1,0),(1,0,2),(0,1,2))

Nome:

A

B

C|D

Nimero de caderno: | | | [ [ [ [ | [ |

RNl R

Notas

1 - Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opgao que considerar

adequada.

2 - Caso assinale uma opgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X a sua nova opgao.

3 - Para cada um dos grupos de escolha multipla, a cotacao atribuida é a seguinte:

* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;

* Se responder correctamente: +1,8 valores;

* Se responder erradamente: —0,6 valores.

4 - A classificagdo da parte de escolha miltipla (Grupos 1 a 5) é dada por
max {0, clm },

onde cly; designa a soma das classificagoes obtidas nos cinco grupos de escolha multipla.
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1. Sejam f : R® — R3 uma aplicagao linear e B; = ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)) e B = ((2,1,0),(1,0,2),(0,1,2))

bases de R3. Considere a matriz da aplicacdo linear

2
1 2 0
A:M(f;31,32):§0 -1
0 1

Z

1
1
Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

dimIm f =r(A).
f(1,1,1) = (1,0,2) + (0,1,2).
Se P = M(idgs; B, By), entido M(f; By, By) = PAP.

D] f(1,1,0) = (2, -1,1).

2. Considere os subespagos F = {(z,y,z,w) ER*: z =2y Az=w} e G ={(1,0,0,0), (0,0,0,1)).

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

((2,1,0,0),(0,0,1,1)) é uma base de F.
Se dim F' 4+ G = 4, entao dim F NG = 0.
dimF =2 e dimG = 2.

[D| F+G=1((3,1,0,0),(0,0,1,2)).

3. seja f : E — E’ uma aplicacao linear sobrejectiva.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

dimIm f = dim E'.

Se dim F > dim F’, entdo f néo é injectiva.
Se dim F' = dim E’, entédo Nuc f # {0g}
[D] dim Nuc f = dim E — dim E.

[Continua no verso desta foIhaJ
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2.
3-

4. Considere a matriz B € Msyx3(R): > 3
-2 0 0

B :§ 1 -1 0 é
3 3 2

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

2 3
2 0 0
B é semelhante a matriz diagonal D = g 0 -1 0 é
0 0 -2
h ir h i+
B 0 0 0 =3 0 0 0 ,logo3 évalor préprio de B.

O polinémio caracteristico de B é p(z) = —23 — 2% + 4z + 4.
h i h i
@ B 1 -1 0 =—2 1 -1 0 ,logo —2 é valor préprio de B.

5. Sejam E um espago vectorial sobre K de dimenséo finita, (eq,...,e,) uma base de F e v € E.

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

dim F = n.
A sequéncia (eq,...,en,v) é linearmente dependente.

A sequéncia (eq,...,e,,v) ndo é uma sequéncia geradora de F.

@ <€1,...,6n,1> g E

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

A|/B|C|D

Nome:

Nimero de caderno: | | [ [ [ [ [ [ [ |

Rl Rl R R

Notas

Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opgao que considerar

adequada.
Caso assinale uma opgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X a sua nova opgao.

Para cada um dos grupos de escolha multipla, a cotagao atribuida é a seguinte:
* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
* Se responder correctamente: +1,8 valores;
* Se responder erradamente: —0,6 valores.

A classificacdo da parte de escolha maultipla (Grupos 1 a 5) é dada por

max {0, cly },

onde cly; designa a soma das classificagoes obtidas nos cinco grupos de escolha multipla.
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1. Sejam F um espago vectorial sobre K de dimensao finita, (es,...,e,) uma base de F e v € E.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

A sequéncia (eq,...,e,,v) ndo é uma sequéncia geradora de E.
A sequéncia (eq, ..., e,,v) é linearmente dependente.

dim F = n.

@ <61, .. .,€n,1> ; E

2. Sejam f : R? — R? uma aplicacao linear e B; = ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)) e By = ((2,1,0),(1,0,2),(0,1,2))

bases de R?. Considere a matriz da aplicacdo linear

2 3
1 2 0
A=M(f;Bl,‘Bz)=§0 -1 1%-
0 11

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

dimIm f = r(A).

£(1,1,0) = (2,-1,1).

Se P = M(idgs; B2, B1), entdo M(f; Ba, By) = PAP.
D] £(1,1,1) = (1,0,2) + (0,1,2).

3. Considere os subespagos F = {(z,y,z,w) ER*: z =2y Az =w} e G = {(1,0,0,0), (0,0,0,1)).

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

((2,1,0,0),(0,0,1,1)) é uma base de F.
Se dim F' 4+ G = 4, entao dim F NG = 0.

F+G=1((3,1,0,0),(0,0,1,2)).
D] dimF =2 e dimG = 2.

[Continua no verso desta foIhaJ
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4. seja f: E — B’ uma aplicacao linear sobrejectiva.

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

Se dim E > dim E’, entao f nao é injectiva.
@ dim Nuc f = dim E — dim E’.

dimIm f = dim E.

@ Se dim F = dim E’, entdo Nuc f # {Og}

5. Considere a matriz B € Mzy3(R): > 3
-2 0 0

B :§ 1 -1 0 é
3 3 2

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

2 3
2 0 0
B é semelhante a matriz diagonal D = g 0 -1 0 é
0 0 -2
h it h i
B 1 -1 0 =—2 1 -1 0 ,logo —2 é valor préprio de B.

O polinémio caracteristico de B é p(z) = —23 — 2% + 4z + 4.
h i h i
@ B ooo0o =300 0 ,logo3évalorprépriode B.

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

A|/B|C|D

Nome:

Nimero de caderno: | | [ [ [ [ [ [ [ |

Rl Rl R R

Notas

1 - Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opgao que considerar

adequada.
2 - Caso assinale uma opgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X a sua nova opgao.

3 - Para cada um dos grupos de escolha multipla, a cotacao atribuida é a seguinte:

* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
* Se responder correctamente: +1,8 valores;
* Se responder erradamente: —0,6 valores.

4 - A classificagdo da parte de escolha miiltipla (Grupos 1 a 5) é dada por

max {0, cly },

onde cly; designa a soma das classificagoes obtidas nos cinco grupos de escolha multipla.
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[Sé serdo consideradas certas as respostas devidamente justificadas. Mude de folha sempre que mudar de gmpg.]

[Cotagio]

[4.0] 6. Seja f:R3 — R* a aplicacdo linear definida por

f(x,y,z) = (‘T+y7y+272y,3z)

(a) Indique, justificando, a dimensdo do Nuc f.

(b) Construa a matriz da aplicagio linear relativamente as bases canénicas, M(f;b.c.gs,b.c.ps).
(¢) Indique, justificando, se f é injectiva e/ou sobrejectiva.
)

(d) Considere a base de R?, B = ((1,2,0),(1,2,3),(0,—1,1)). Usando matrizes de mudanga de base,
determine M(f; B, b.c.gs).

Mude de Folha

[4.0] 7. Considere a matriz A € Msx3(R): > 3
1 0 0

A :§ 4 -1 0 é
16 -8 1

(a) Determine os valores préprios de A e indique a multiplicidade algébrica de cada um deles.
(b) Determine uma base para cada um dos subespagos préprios de A.

(¢) Indique a multiplicidade geométrica de cada um dos valores préprios de A e justifique que A é

diagonalizavel.

(d) Indique uma matriz invertivel P para a qual

2
1 00
P—lAngo -1 0
0

4

0 1

Mude de Folha

[3.00 8. Seja A € M« (K) uma matriz que verifica:
AAT = al,, a € K\ {0}.

Mostre que:

(a) « é valor préprio de AAT.

(b) Se X é vector préprio de A associado ao valor préprio 3 e X é vector préprio de AT associado ao

valor préprio 7, entdo X é vector préprio de AAT associado ao valor préprio 3.

(c) Zero nédo é valor préprio de A.
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Uma resolugdo

Escolha Multipla
1. | 2. ] 3. ] 4. | 5.
VerssoA | C | D | B|A|B
VerssoB| B| B | C | D | D
VerssoC | D | D | C | B | C
VerssoD | A| B|C|D|D

(a) Por defini¢do, Nuc f = {(z,y, 2)

solugoes do sistema:

Assim, Nuc f = {(0,0,0)}, donde

€ R3: f(x,y,2) = Ogs}. Entdo, os elementos do Nuc f sdo as

z+y=0
y+2=0
2y =20
32=0

dim Nuc f = 0.

(b) Sendo b.c.ge = (€1, €9, e3,€4), temos:

£(1,0,0) = (1,0,0,0) = le — 1 + Oes + Oes + Oey,

f(07 170) = (la 1,2,0) = le; + leg
f(0,0, 1) = (Oa 13073) = Oey + lez

M(f’ b'CoR3 5 b.C.]R4) =

+ 2e3 + Oey,
+ Oes + 3e4. Assim,

HOOOOD) N
o O O =
S N ==
w O

UNNRN

(¢) Como foi visto em (a), dim Nuc f = 0, donde f é injectiva. Por outro lado, atendendo ao teorema

das dimensoes:

donde dimIm f = 3 < 4 = dimR*.

dimR? = dim Nuc f + dimIm f,

Logo, f nao é sobrejectiva.

(d) Consideremos o esquema seguinte:

b.c. R3 4f> R4 b.c.
id
A
B R3

Sendo A = M(f;b.c.gs,b.c.ga) € P = M(idgs; B, b.c.ps), tem-se

2
M(f;B,b.cps) = AP = g

3 2

11 3 3 3 -1
11

0 1 2 5 0
2 2 -1

0 2 4 4 -2

00 3 09 3
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7. (a)

Os valores préprios de A s@o as raizes do polinémio caracteristico de A:
1-A 0 0
PN =[A-A=] 4 —1-Xx 0 |=0-2*(-1-)),
16 -8 1—A

tendo em conta que se trata do determinante de uma matriz triangular inferior. Por outro lado,
p(A) =0< A =1V A= —1, donde os valores préprios de A sdo 1 e -1. Além disso, m.a.(1)=2 e
m.a.(-1)=1.

O subespago préprio de A associado ao valor préprio 1 é My = {X € M3x1(R) : (A —1I3)X = 0}.

Considerando a matriz simples do sistema em causa,

2 3 2 3
0 0 0 0 0 0 -0
Aflfgfg 4 -2 oéls‘ 4l2§4 —2 oélwbgo 0 oé go 0 oé.
16 —8 0 0 00 00 0 0

- . . - : a—3b=0 a=3b
Entao, M7 é o conjunto-solucao do sistema & R donde
,C €

ceR
2 3 2 3 2 3 2
1 1 1
20 2 0 2
M, = g bé:b,ceR = bg 1 é+c§02 b,ceR} = g 12% é
c 0 1 0
2 3 2
: 0
Os vectores g 1 é e g 0 £ sao linearmente independentes, ji que nao sao multiplos um do outro.
> 1
1
2
Logo, g 1 Z g é é uma base de M;.
0

Procedendo de forma analoga em relagao ao valor préprio -1, temos

M_, = {X S M?)XI(R) : (A — (—1)[3)X = 0}

2 3 2 3
2 0 O 1 0 0
Da matriz A — (=1)I3 = g 4 0 0 é, obtemos a forma de escada reduzida g 01 -1 é que
16 -8 2 0 0 0
a=0 a=0b= ic
corresponde ao smtema L &
b 7¢=0 ceR
3 2 3

[ N =)

?ocer _<§

— ek o

f

2
Assim, M_| = {g ic = c§

C
3 2 3
0 0 0
Como g i # g 0 é, trata-se de um vector linearmente independente, pelo que g 3 é é uma
0 1
base de M_l.

temos m.g.(1)=dim M;=2 e m.g.(-1)=dim M_;=1. Por outro lado, m.g.(1)+m.g.(-1)=2+1=ordem
de A, donde A é diagonalizével.

2 3
100

Atendendo as bases encontradas em (b), basta considerar, por exemplo, P = g 1 + 0 Z
0 1 1

Por hipétese, AAT = al, = AAT —al, = 0 = |AAT — al,| = 0. Logo, a é raiz do polinémio

caracteristico de AAT, donde « é valor préprio de AAT.
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(b) Se X é vector préprio de A associado ao valor préprio 3, entdo AX = 8X. Por outro lado, se X é

vector préprio de AT associado ao valor préprio v, temos AT X = vX.

Consequentemente,

AATX = A(ATX)
= A(vX)
= 7(BX)
= (1BX
= (B1X,

donde X é vector préprio de AAT associado ao valor préprio 3.

(c) Como, por hipétese, AAT = al, < A(a™tAT) = I,,, temos que A é invertivel, com A~! =a 1AT.

Entéo zero ndo é valor préprio de A.



