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Algebra Linear e Geometria Analitica D
Departamento de Matemdatica FCT-UNL
Segundo Teste — 13 de Janeiro de 2007
[Escolha Mliltipla]

1. Considere os subespacos vectoriais de R*
F={(z,y,z,w) eER*:z+y=w} e G=1{2,-2,3,0)).

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

G={(z,y,z,w)eR* 1z +y=0Az—-32=0Aw=0}
F+G=((-1,1,0,0),(0,0,1,0),(1,0,0,1)).
GNF=/{(1,-1,-3,0)).

@ O vector (1,71,73,0) pertence a F'UG.

2. Seja f : R* — R* 0 endomorfismo de R* tal que
f(1,0,—-2,3) =2(1,0,-2,3), f(0,2,3,—1) = (0,4,6,—-2),
f(1,0,0,2) = (0,0,0,0) e f(0,0,4,4) = (0,0,2,2).
Apenas uma das seguintes afirmagoes ¢ FALSA. Indique qual é.
(0,0,4,4) é um vector préprio de f.
. % é valor préprio de f.
O polinémio caracteristico de f é z* — %x?’ + 622 — 2.

D] Nuef = ((1,0,0,2), (3,0, 1,0)).

2] [=] [>]

3. Considere a aplicacdo linear f: R* — R3 tal que
f(a,b,¢,d) = (a+b,—c—d,d), paratodo (a,b,c,d) e R
Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Existe uma base B de R* e existe uma base B’ de R? tais que

1 0 0
M(f;B,B)=]0 0 -1 -1
0 1

Imf = ((1,2,0),(1,0,0),(2,0,1)).
Se considerarmos a base B = ((1,1,1,1), (1,1,1,0), (1,1,0,0), (1,0,0,0)) de R*
e a base B’ = ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) de R? entao

2 2 2
M(f;B,B)=| -2 -1 0 o0
1 0 -1 0

@ Nucf = {(a,b,c,d) e R*:a+b=0Ac=d=0}.

[Continua no verso desta folha}




Departamento de Matematica FCT-UNL ALGA D 2006-07 — 2° Teste 2-3

4. No espaco afim euclidiano R? seja (O; ey, es, e3) um referencial ortonormado directo. Considere os pontos
A=(-1,0,4), B=(2,0,1) e C =(-2,3,1).

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

O ponto (5,—1,2) é um ponto da recta R que passa pelo ponto A e tem a direccao do vector AB.
—_— —
@ Os vectores AB e AC néo sao ortogonais.
—_— -
AB x AC = 9e; + 12e5 + 9e3.

—
@ O vector w = e; + e3 é perpendicular ao vector AB.

1 2 1
d. Seja‘m'Bl = ((0,1,0),(1,0,0),(070, 1))6'32 = ((1,0,0),(0,0, 1)7(071a0)) basesdeRS,eA: 0 -1 0
-1 0 1

Considere o endomorfismo f : R — R? tal que M(f; By, Bz2) = A.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

f(07170) = (17_17 )

0 0 1
[B] M(f;81,81)=|1 0 0 |A
01 0
0 0 1
M(idRs;Bg,Bl) = 1 0 0
01 0
0 0 1 00 1
(D] M(f;Ba,B)=|1 0 0 [A] 0 1 0
01 0 1 00

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

A|/B|C|D

Nome:

Nimero de caderno: | | | [ [ [ [ | [ |

SRRl R

Notas

1 - Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opgao que considerar

adequada.
2 - Caso assinale uma opgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X a sua nova opgao.
3 - Para cada um dos grupos de escolha multipla, a cotacao atribuida é a seguinte:
* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
* Se responder correctamente: +1,8 valores;
* Se responder erradamente: —0,6 valores.
4 - A classificagdo da parte de escolha miiltipla (Grupos 1 a 5) é dada por

max {0, clyp },
onde cly; designa a soma das classificagoes obtidas nos cinco grupos de escolha multipla.
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Algebra Linear e Geometria Analitica D
Departamento de Matemdatica FCT-UNL
Segundo Teste — 13 de Janeiro de 2007

[Segunda Parte}

(Sé serdo consideradas certas as respostas devidamente justificadas. Mude de folha sempre que mudar de gmpg.]

6. Considere os subespagos vectoriais F = {(z,y,2,w) ER* ;2 -3y +w=0Azx—y—2=0} e
G ={((1,0,0,1),(-1,-1,1,-3),(1,—1,1,—1)) do espaco vectorial R%.

a) Calcule a dimensao de F'.

(
(b

Determine uma base de F' + G.

)
)

(c) Caracterize o subespago F'NG.

(d) Determine uma base de R* que inclua uma base de G.
)

(e) Averigtie se (1,0,5,0) € G.

Mude de Folha

7. Considere a aplicacdo f : R* — R? tal que
f(a,b,¢c,d) = (a —b,a+d,d—b), paratodo (a,b,c,d) € R

a) Mostre que f é uma aplicagao linear.

(
(b) Mostre que B = ((1,0,1,0),(1,1,1,1),(0,0,0,1),(1,1,0,0)) é uma base de R*.

(
d

)
)
¢) Determine M(f; B, ((0,1,0),(1,0,1),(1,0,0))).
) Averigtie se f é sobrejectiva.

)

(e) Determine uma base de Nucf.

Mude de Folha

8. Sejam E e E’ espacos vectoriais sobre K, com E de dimensao finita, e f : E — E’ uma aplicagio linear
tal que 0 < dim Nucf < dim F. Mostre que dim F = dim Nucf + dim Imf.

Sugest&o: Comece por considerar (v1,...,v,) uma base de Nucf.

Fim
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a)

b)

UMA RESOLUCAO

Para determinar a dimensao do subespago F' comecemos por determinar uma sequéncia geradora de
F'. Dado que temos o referido subespago caracterizado por condigoes, teremos de resolver o respectivo

sistema de equagoes. Assim vem,

r—y—2=0

-3 =0 =—z+3
x Y+ w o w x + oy
Z=x =Y

O sistema é indeterminado de grau 2, sendo w, z as incognitas bésicas e z,y as incénitas indepen-

dentes. Temos entao,

(x7y727w) EF @ (x7y7z7w)€R4 /\ (x7y7z7w) = (x,y,x_ngy_x)
(.’1?, Oa Z, _$> + (07 Y, —Yy, Sy)
= x(170717_1)+y(0a17_173)a
onde z e y variam livremente em R. Logo F' = ((1,0,1,-1),(0,1,-1,3)).
Dado que a sequéncia de vectores ((1,0,1,-1),(0,1,-1,3)) é uma sequéncia linearmente independente,

pois é contituida por 2 vectores nao nulos em que o primeiro vector nao é combinacao linear do

segundo, e é geradora de F', concluimos que se trata de uma base de F'. Portanto dim F = 2.

Dado que se tem
(-1,-1,1,-3) = —-2(1,0,0,1) + 1(1,-1,1,-1)

temos

G =((1,0,0,1),(1,-1,1,-1)).
Por outro lado vimos na alinea anterior que,
F=/{(1,0,1,-1),(0,1, -1, 3)).

Dado que se obtém uma sequéncia geradora do subespaco F'+ G fazendo a uniao de um conjunto de

geradores de F' com um conjunto de geradores de G, concluimos que
F+G={1,0,1,-1),(0,1,-1,3),(1,0,0,1), (1,—1,1,—1)).

Se colocarmos estes quatro vectores sobre as linhas de uma matriz, e fizermos transformacoes ele-
mentares até obter uma forma de escada da matriz, sabemos que as linhas nao nulas dessa ultima

matriz constituem uma base de F' + G. Entao

1 0 1 -1 1 0 1 -1 10 1 -1 10 1

0 1 -1 3|1 —10 1 -1 3 01 -1 01 -1
A= S0 la+13 la = I3

1 0 0 1 0 0 -1 0 0 -1 0 0 -1

1 -1 1 -1 0 -1 0 0 00 -1 3 00 O

Assim concluimos que ((1,0,1,—1),(0,1,-1,3),(0,0,—1,2),(0,0,0,1)) é uma base de F + G e que
a dimensao do subespaco F' + G é igual a 4.

Como F + G CR* e dim F + G = dim R*, concluimos que F + G = R*.
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7.

c)

d)

a)

1 0 0 1

Sabemos que dim G = 2 pois 7( L1 )

]):2eque

dim F+G=dim F +dim G—dim FNG,

donde 4 =2+ 2 —dim FNG. Assim dim FNG =0. Logo FNG = {(0,0,0,0)}.
Alternativamente poderiamos ter ido achar as condi¢Oes que caracterizam o subespago G, que sao

z=—y Aw =z + 2y e entao saberiamos que

FNG = {(z,y,2,w) eER 12 -3y+w=0Aa0—y—2=0Az+y=0Aw=ux+2y}
{(xayazaw)€R4$=y=Z=w:0}=<®>

Para determinarmos uma base de R* que inclua uma base de G vamos usar o método pratico de
considerar uma matriz A cuja primeiras linhas sejam os vectores de uma base de G e se acrescentam

linhas & matriz de forma a obter uma matriz de caracteristica 4.

Assim temos:

1 0 0 1 1 0 0 1

1 -1 1 -1 0o -1 1 -2
A= Iy — 1y

0 1 0 1 0

0 0 1 0 0

Entdo podemos concluir que ((1,0,0,1),(1,—-1,1,-1),(0,0,1,0),(0,0,0,1)) é uma base de R* que

inclui uma base de G.

Vejamos se o vector (1,0,5,0) é combinagao linear de uma base de G.

Temos (1,0,5,0) = «(1,0,0,1) + G(1,—1,1,—1) se, e s6 se,

at+p=1
—-3=0
6=5
a—0F=0

Dado que temos um sistema de equacoes nas incégnitas a e B que é impossivel, concluimos que o
vector (1,0,5,0) nao pertence ao subespago G.
Alternativamente poderiamos também ver que a caracteristica da matriz, em cuja duas primeiras

linhas colocamos uma base de G e na terceira linha colocamos o vector (1,0,5,0), é igual a 3.
Sejam (a, b, c,d), (a/,b',c',d') € R* e a € R. Temos

f((a,b,e,d) + (a0, c,d)) = fla+d,b+b,c+,d+d)
((a+d)—(b+0V),(a+d)+(d+d),(d+d)—(b+1))
= ((a=b)+(d=0V),(a+d)+(d+d),(d-b)+(d-V))
= (a—ba+d,d—0b)+ (d =V,d +d,d-V)
= f((a,b,c,d)+ f(a',b,c,d)

fla(a,b,c,d)) = f(aa,ad,ac,ad)
(aa — ab, ca + ad, ad — ab)
= (a(a—0),a(a+d),a(d—1))
= ala—ba+d,d—Db)

= af((a” b? C7 d)’
donde f é uma aplicag@o linear.
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b)

d)

e)

Para verificar que B é uma base de R*, dado que R* tem dimensdo 4, basta ver que é linearmente
independente. Isso equivale a provar que a matriz em cujas linhas estdao os 4 vectores de B tem

caracteristica 4. Ora

1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 1 -1

111 1|—1|01 0O 1|_.]101 0 1 01 0 1
A= éi:;} la—l2 ly+l3

0 0 01 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0

1 1 0 0 01 -1 0 00 -1 -1 0 0 0 -1

Dado que a tltima matriz da sequéncia estd em forma de escada concluimos que a matriz A tem

caracteristica 4 e que portanto B é uma base de R*.

Vamos determinar as imagens dos vectores da base B. Ora

f(1,0,1,0) = (1,1,0) = 1(0,1,0) 4+ 0(1,0,1) + 1(1,0,0)
f(1,1,1,1) = (0,2,0) = 2(0,1,0) +0(1,0,1) 4+ 0(1,0,0)
£(0,0,0,1) = (O 1,1) = 1(0,1,0) + 1(1,0,1) 4+ (—1)(1,0,0)
f@,1,0,0) = (0,1,-1) = 1(0,1,0)+ (—-1)(1,0,1) + 1(1,0,0
1 2 1 1
Donde M(f;B,(0,1,0),(1,0,1),(1,0,0))=| 0 0 1 -1
1 0 -1 1
Ora a aplicacdo linear f é sobrejectiva se, e sé se dim Imf = dim R3. Por outro lado sabemos que

dim Imf = r(A), onde A é uma matriz de f. Usando a matriz de f obtida na alinea anterior vamos,
através de transformagoes elementares sobre linhas, transformé-la em forma de escada para assim

podermos determinar a sua caracteristica. Temos entao

1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1
0 0 1 =1 |&-4|0 0 1 -1 |-z 0 -2 =2 0
1 0 -1 1 0 -2 -2 0 0 0 1 -1

Assim temos
dim Imf = r(A) = 3 = dim R3,
0 que prova que f é sobrejectiva.

Vamos comegar por determinar uma sequéncia geradora de Nuc f. Ora

(a,b,c,d) € Nuc f < (a,b,c,d) € R* A f(a,b,¢,d) = (a —b,a+d,d—b) = (0,0,0)

a—b=0

& (a,b,c,d) € R A a+d=0
d—b=0
a="b

& (a,b,c,d) €R* A 2b=0
d=>b
a=0

& (a,b,c,d) €R* A b=0
d=0

< (a,b,¢,d) =(0,0,¢,0) =¢(0,0,1,0), ceR.

Donde temos que Nuc f = {((0,0,1,0)).

Como ((0,0,1,0)) é uma sequéncia com apenas um vector nao nulo, é linearmente independente. Logo,

como ¢ geradora de Nuc f, é uma base de Nuc f.
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8. Ver na sebenta de Alga, pagina 173, a demonstragao do teorema 5.11 (Teorema da dimenséao).



