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PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

Respostas

EZI;Z;odecaderno:’ T T 1T R

Atencao

- Relativamente as questoes que queira responder, assinale

ARl R

com um X a opcao que considerar adequada.

- Caso assinale uma opgao e depois queira altera-la, risque-a e

assinale com um X a sua nova opgao.
- Para cada um dos grupos de escolha maultipla, a cotagao
atribuida é a seguinte:
e Se nao responder ou assinalar com um X mais do que
uma opgao: 0 valores;
e Se responder correctamente: +1,8 valores;

e Se responder erradamente: —0,6 valores.

- A classificagdo da parte de escolha miiltipla (Grupos 1 a 5)

é dada por | max{0,cly} |, onde cly; designa a soma das clas-

sificagoes obtidas nos 5 grupos de escolha multipla.

1. Considere as bases By = ((1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)) e By = ((1,1,1),(0,2,2),(0,0,3)) do espago vectorial

real R3. Seja f : R3 — R3 a aplicacao linear tal que

1 0 2
M(f;Bi,B2)=1| 0 1 1
-1 0 -2

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

M(f;Bl’BQ)'

M(f;BlaBl):
(2,3,2) € Nuc f.

1
M(f; B2, Ba) = M(f; B1,Bs) | 0
0

[ R R
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D] £(1,0,1) = (3,3, -6).

[Continua no verso desta folhaJ
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2. No espaco vectorial real R3 considere os subespacos

F ={((3,0,1),(0,1,0)) e G={(abc)eR’: b—2c=0}.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

FNG#/{(3,2,1)).

[B] dimG =2.

dim(F + G) = 3.

[D] & ={((1,0,0),(0,2,1),(1,4,2)).

3. Considere os espacos vectoriais reais R? e R3. Seja f : R2 — R? a aplicacao linear definida por
f(a,b) = (a—b,—a+b,a—b)

para todo (a,b) € R2.

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

(3,3) € Nuc f.

f nao é injectiva.

fm f = (f(1,0), £(0,1)).
(D] dim(Im f) = 2.

1 —2 0 0 1 3
4. Seja A € M3x3(R) tal que A| 0 | = 0l|,A 1| = 1 ]ledA|l 1| =13
1 —2 —1 —1 1 3

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

A ¢é diagonalizavel.

2
0 | é vector préprio de A.
2
1 0 1 -2 0 0
SeP=|0 1 1 | entdo P éinvertivele P~1AP = 01 0
-1 1 0 0 3
(D] |4 +215] # 0.

5. Considere os pontos A = (1,1,1), B = (1,2,2) e C = (2,2,0) de R3.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

e _— ~ .
Os vectores AB e AC' sao ortogonais.

—_—
AB x AC = (=2,1,-1).
Os pontos A, B e C definem um triangulo cuja area é

e

—_— — — —
@ (AB , AC, AB x AC) ndo é uma base ortogonal do espaco vectorial real R3.
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Sé serdo consideradas as respostas devidamente justificadas. Mude de folha sempre que mudar de grupo.
[Cotacio]

6. Considere a matriz

2 0 0
A=10 1 1 | € Msy3(R).
0 1 1
[1.0] (a) Calcule os valores préprios de A.
[2.0] (b) Determine uma base de cada um dos subespagos préprios de A.
[1.5] (c) Mostre que A ¢é diagonalizavel e indique uma matriz invertivel P € M3x3(R) e uma matriz diagonal

D € M3y3(R) tal que P~1AP = D.

Mude de Folha

7. Considere a aplicacdo linear f : R? — R? definida por
fla,b,c) =(a+b+c,a—b—c)
para todo (a,b,c) € R3.

[1.0] (a) Determine uma base de Nuc f.

[2.0] (b) Considerando em R?® a base B = ((1,1,1),(0,2,2),(0,0,4)) e em R? a base B/ = ((1,1),(1,0))7
determine M(f; B, B’).

Mude de Folha

[1.5] 8. (a) Seja A € Myyn(R) e F = {Y € Myxn(R): YA =AY}. Mostre que F' é subespaco do espago
vectorial real M, ., (R).

[2.0] (b) Considere o espago vectorial real May2(R). Determine uma base de

G:{YeMM(R);Y[l 1]:[1 1]1/}.
0 0 0 0

Fim
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Uma resolucdo com notas explicativas

w
o o O = Q

6. (a) O polindmio caracteristico de A é

1-A 1
1 1-A

|A . >\I3| _ O 1 . A 1 Lla:1p1.
1 1-A

2=N[1=XN>=1]=2=-N1 =22+ X —1)= (2= A)(=2+ A,

2= 2=

Os valores préprios de A, sendo os zeros reais do polindmio caracteristico, sao: 0 e 2.

(b) Se o é um valor préprio de A sabemos que o subespago préprio de A associado ao valor a, M, é:
My ={X e M3,1(R): AX =aX}={X e M3, (R): (A—al3)X =0}.

e Seja M, o subespago proprio de A associado ao valor préprio 0. Tem-se:

MO_{|:Z 6M3><1(R)(A—013)|:::|_|:8:|}

c 0

Célculo auxiliar:

2 0 0[0]———[1 0 0fo
(A=0L0)=fo 1 1]o | 22 1o 1 1]o]| (fer)
001 1 0o ofo

Logo,

0
Concluimos entao que a sequéncia ({ -1 }) é uma base de M, pois gera My e é linearmente
1

independente (r[ o -1 1 |=1).

e Seja M- o subespago proprio de A associado ao valor préprio 2. Tem-se:

a a 0
M2:{|:b €M3><1(R)2 (A—2.[3)|:b:|:|:0:|}
Célculo auxiliar:

c 0
0
(A —215]0) = [ 0o -1 1
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e[t =[] s}
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Concluimos entao que a sequéncia < , [ }) é uma base de M, pois gera My e é linear-
(¢) Uma condigao necessdria e suficiente para que a matriz A seja diagonalizavel, é que a soma das

1
0
0

mente independente (r

1 0 O
1

multiplicidades geométricas dos seus valores préprios iguale a ordem da matriz A. Atendendo a
resolucao da alinea anterior, temos que mg(0) = dim My = 1 e mg(2) = dim My = 2. Como
mg(0) + mg(2) = 3 = ordem de A, concluimos que A é diagonalizdvel. Nestas condigdes, sabemos

que A é semelhante a uma matriz diagonal D € M3, 3(R) com os elementos 0, 2 e 2 na diagonal. Por

0 0 0 0 1 0
exemplo, se considerarmos a matriz D = { 0 2 0 } ,amatriz P=1| -1 0 1 } , onde a primeira
0 0 2 10 1

coluna é o vector da base de My e a segunda e terceira colunas sao os vectores da base de Ms, é

invertivel e, além disso, P"1AP = D.
7. (a) Tem-se que

Nucf:{(a,b,c)ER?’: f(a,b,c)=(0,0)}
={(a,b,c) ER*: (a+b+¢c, a—b—c)=(0,0)}
={(a,b,c) ER*: a+b+c=0 A a—b—c=0}.

Célculo auxiliar:

11 1]o]l——=[1 1 1|lo]—=[1 1 1]o0
l2+(—1)l1 —512

1 -1 —1]o0 0 -2 —21o0 01 1]o0
— 1 0 oo
l —1) fer
1+ ( )2[0 11 0} ( )

Entao,

Nuc f = {(a,b,c) eR*: a=0 A b= —c}
={(0,—¢c,¢): ceR}
={c(0,-1,1): ce R}

- <(0,—1,1)>.

A sequéncia ((O, —1,1)) é uma base de Nuc f porque gera Nuc f e é linearmente independente

(r[o -1 1] =1).

(b) Como
FLL1) = (3,-1) = (-1)(1,1) + 4(1,0)
£(0,2,2) = (4,-4) = (—4)1,1) + 8(1,0) .
£(0,0,4) = (4,-4) = (-4)(1,1) + 8(1,0)

de acordo com a definicao de M(f; B, B’), temos M(f;B,B') =

—

-1 -4 -4
4 8 8 |
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8. (a) Verifiquemos que F' ={Y € M, «»(R): YA = AY} é subespago do espago vectorial real M,y (R).
. Atendendo & defini¢do de F conclui-se que F' C M, (R).
. Opxn € F porque 0pxnA = AQpxn.

. Sejam X,Y € F. Vejamos que X +Y € F.
Como X,Y € F tem-se XA =AX e YA = AY. Assim, tem-se

(X+Y)A=XA+YA=AX + AY = A(X +Y).

Logo, X +Y € F.

. Sejam o € Re Y € F. Vejamos que aY € F.
Como Y € F tem-se YA = AY. Assim, tem-se

(aY)A = a(YA) = a(AY) = A(aY).

Logo, aY € F.
Concluimos, portanto, que F' é subespago do espago vectorial real M., ., (R).

(b) Como

@Q
|

YGszz(R):Y{; é}:{é é}y}
) esmam [ H][ ST -0 000 )

a a o at+c b+d
c c 0 0

‘i Pl eMoa(R): a=a+c Aa=b+d A c=0 A c:O}

i b S M2><2(R) :

EMQXQ(R>: a=b+d A C:O}

|
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concluimos que a sequéncia < (1) é }, (1) ? > é uma base de G pois gera G e é linearmente
. 11 1t o] _[o o _n_
independente (a[ 0 +ﬂ[ o 1|7 [ 0 o ] = a=[(=0)).




