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PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

Grelha de Respostas

Nome: A B C D

HEEEN

Numero de caderno:

AR Rl R

Atencao

Os primeiros 5 grupos desta prova sao de escolha multipla. Em cada um destes 5 grupos apenas uma das afirmacoes
é falsa. Determine-a e assinale-a com um X na grelha de respostas. A grelha de respostas da escolha miiltipla sera

recolhida ao fim de uma hora e trinta minutos de prova.

Cotacao: A cotacado total desta prova é de 20 valores. Para cada um dos grupos de escolha miiltipla a cotacao

atribuida é a seguinte:

® Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
® Se responder correctamente: +1,5 valores;

® Se responder erradamente: —0,5 valores.

A classificagdo da parte de escolha multipla (Grupos 1 a 5) é dada por | max{0, M} |, onde M designa a soma das

classificagdes obtidas nos 5 grupos de escolha miiltipla.

Duragéo: 2 horas e 30 minutos (4 30 minutos de tolerancia).

1 1 0 1 0 0 0 0
. Considere as bases B; = , , , e By = ((0,1)7 (1, 1)) nos espagos
1 1 0 0 1 0 0 1

vectoriais reais May2(R) e R?, respectivamente. Seja f : Mayo(R) — R? a aplicacdo linear tal que

0 -1 1 1

M(f;B1,Bs) = 5 1 0 0

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

f ! 8 :(0v2)'

0

fOO =f00

1 0 0 1

@ f nao é injectiva.

[Continua no verso desta folha]
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1 1 1 3
. . 1 2 0 1

2. Para cada 3 € R considere a matriz Hg = 0 0 0 1 € Myxa(R).
1 4 8 1

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Hpg é invertivel se, e s6 se, § # —2.
Hp tem caracteristica 3 se, e sé se, § = —2.

of: 1 i3]

0 -1 10 1 -2 0 4
D] |Hgl =5 —2.

3. Em R? consideremos o referencial canénico. Sejam R a recta com equacdo vectorial
(x,y,2) = (-1,-1,0) + a(2,1,1), « € R
e P o plano definido pelos pontos (1,0,2), (1,1,0) e (2,0, 3).
Apenas uma das seguintes afirmagoes ¢ FALSA. Indique qual é.

r — 2y —z+ 1 =0 ¢é uma equagao geral do plano P.

r—2z=-1
{ ) é uma representacao cartesiana da recta R.
Yy—cz=-—

O ponto (3,1,2) é um ponto comum & recta R e ao plano P.
@ O ponto (1, 1,1) pertence ao plano P.

4. No espaco vectorial real R? considere, para cada o € R, o subespaco vectorial
Fo= <(1,0,2), (~1,2,-2), (71,4,a)> .
Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Se a # —2 entdo F, = R3.
(2,1,2) € F_y.
F_o={(z,y,2) €R®: 22— 2=0}.

@ Se a = —2 entao dim F,, = 2.
5. Para cada o € R e § € R, considere o sistema de equacoes lineares, nas incégnitas x, y, z, sobre R,

r+3y+z2z=3
x4+ 0y+22z=3
T+3y+az=p .
r+3y+z=3

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.
Se §# 3 e a# 1 entdo o sistema é possivel e determinado.
Se B # 3 e a =1 entao o sistema é impossivel.

Se =3 e a =1 entao o sistema é possivel e indeterminado com grau de indeterminacao 2.

@ Se 3 =3 e a#1 entdao o conjunto solugao do sistema é {(3 —3A, A, 0): A € R}.
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Sé serdo consideradas as respostas devidamente justificadas. Na resolucdo, mude de folha sempre que mudar de grupo.

[Cotagio]
1 1 -2
6. Seja A=|0 1 -2 S ngg(R).
2 2 =3
[1.0] (a) Calcule |A| e justifique que A é invertivel.
[1.5] (b) Determine A~!.

7. Seja f : R? — R? a aplicacdo linear tal que
f(a,b,c) = (a—b+c, 2a —2b+ 2c),

para todo (a,b,c) € R3.

[1.0] (a) Indique uma base de Nuc f.
[1.0] (b) Calcule dimIm f. A aplicagdo f é sobrejectiva?
[1.0] (c) Considerando as bases By = ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) e B, = ((0,1), (1,1)) nos espacos vectoriais

reais R? e R?, respectivamente, determine M(f; By, Bz).

Mude de Folha

4 0 1
8. Considere amatriz A= | 0 5 0 | € Msx3(R).
1 0 4
[1.0] (a) Calcule os valores préprios de A e indique as respectivas multiplicidades algébricas.
[2.0] (b) Determine uma base de cada um dos subespagos préprios de A. Indique a multiplicidade geométrica
de cada valor proprio.
[1.5] (c) Justifique que A é diagonalizdvel e indique uma matriz invertivel P € M3y3(R) tal que
PlAP =

o O ot
o W O
o O O

Mude de Folha

9. Sejam E espago vectorial real e f : F—F uma aplicacao linear. Para cada o € R, considere o conjunto

F,={ueFE: f(u)=au}. Prove que:

[1.0] (a) Para todo o € R, F,, é subespago vectorial de E.
[1.5] (b) Sea, € R e v # B entdo F, N Fg = {0g}.
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Uma resolugdo com notas explicativas

6.

(a) Podemos obter |A] calculando o determinante de uma matriz A’, obtida a partir de A, efectuando

transformacoes elementares sobre linhas/colunas. Dado que conhecemos o efeito que cada uma das

transformacoes elementares tem sobre o determinante de uma matriz, sabemos relacionar |A| com

|A’|. Como sabemos que o determinante de uma matriz triangular é igual ao produto dos elementos

da sua diagonal principal (facil de calcular) tem especial interesse que A’ seja triangular.

11 -2 11 -2
[Al=]0 1 -2 = 0 1 -2 |=1x1x1=1.
I3 + (=2)l1
2 2 -3 00 1

(Alternativamente, podiamos calcular |A| utilizando o Teorema de Laplace para o cédlculo de

determinantes. Por exemplo, tem-se

11 =2
Lapl. 1 -2 1 1
[Al=]0 1 —2| = 1(=1)*"? 2(—1)2"3 =1-0=1
la -3 2 2
2 2 -3
Como |A| # 0 concluimos que A é invertivel.
—2
(b) Determinemos a inversade A= o 1 -2
2 2 -3
Abreviadamente, vamos determinar A" fazendo [A | Is] —g7 5057 [13 | A7,
11 —2|1 0 1 1 —2] 1 0 0 1 0]-3 o0
[Al]=] 0 1 —2|0 1 ofls+(=2ul 0 1 -2 0o 1 o [2i3% 0 1 0] -4
2 2 3|0 0 1 00 1|-2 0 1 00 -2 0
10 ol 1 -1 0 .
- _
L+ (-Dis| 0 1 0] -4 1 2| =[I3]A7"]
0 1l-2 0 1
Logo
) 1 -1 0
A7 = -4 1
-2 0 1

_ LT
1 -2 0 -2 1
+ - +

2 -3 2 -3 2 2
1 1 . ) 1 -2 101 too 2
A —ZadJA:I -1, s Ho, g |5 =] -1 1 o0
Al 0o 2 1

1 -2 1 =2 1

oo o 2| flo o1

1 -1 0
=] -4 1 2 )
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7. (a) Tem-se que

Nucf:{(a,b,c)€R3: f(a,b,c):(0,0)}
={(a,b,c) ER*: (a—b+c, 2a—2b+2c) = (0,0)}
={(a,b,c) ER*: a—b+c=0 A 2a—2b+2c=0}.

Célculo auxiliar:

0

1 -1 1
2 =2 2|0

e

Entao,

Nuc f = {(a,b,c) ER*: a=b—c}

={(b—cb,c): bceR}

={(b,0,0) + (—¢,0,¢) : b,c e R}

={b(1,1,0) + ¢(-1,0,1) : b,c € R}

= ((1,1,0),(-1,0,1)).
A sequéncia ((1,1,0), (—1,0,1)) é uma base de Nuc f porque gera Nuc f e ¢ linearmente independente
(6(1,1,0) +~v(-1,0,1) = (0,0,0) = g =~ =0).

(b) Pela alinea anterior, sabemos que dim Nuc f = 2. Como dimR? = 3 e dimR? = dim Nuc f+dim Im f

concluimos que dimIm f = 1.

A aplicacao linear f seria sobrejectiva se, e s6 se,
Im f = R?,

ou equivalentemente,
dimIm f = dimR? = 2.

Como dimIm f # dimR? concluimos que f ndo é sobrejectiva.

(¢) Como
f(1,0,0) = (1,2) = 1(0,1) + 1(1,1)
f(0,1,0) = (-1,-2) = -=-1(0,1) + (-1)(1,1),
f£(0,0,1) = (1,2) = 1(0,1) + 1(1,1)

de acordo com a definicao de M(f; B, Bz), temos M(f; By, Ba)

|
—
—
[
—
— e
[

8. (a) O polindmio caracteristico de A é

S =
Il
—~
ot
|
>
~—
—
|
—_
SN~—
o
+
S

[A=X3l=| 0 5-2)
0 4-2X

=G-N[E-N?=-1]=6-N[A-)-1][4E-N+1]
=6B-NB-N6-X)=06-N*3-N.

Os valores préprios de A, sendo os zeros reais do polinémio caracteristico, sdo: 3 e 5, com ma(3) = 1
e ma(h) = 2.

(b) Se o é um valor préprio de A sabemos que o subespago préprio de A associado ao valor a, M, é:

M, = {X S M3><1(R) : AX :OLX} = {X € ngl(R) : (A*O[Ig)X :0}
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e Seja M3 o subespago préprio de A associado ao valor préprio 3. Tem-se:

€ M1 (R) : (A—gzg)[i}z[gu.

Célculo auxiliar:

1o 1]o]——[1 0 1]o0
(A —3I5]0) = { 0 2 } s+ i2, { 1 0fo 1 (fer.)
10 0o

Logo,

€ My (R): a=— A b:o}:{[ ] : ceR}
cenl-{[3])

0 }) é uma base de M3 pois gera M3 e é linearmente
1

Concluimos entdo que a sequéncia (

0
0
0

e Seja My o subespago préprio de A associado ao valor préprio 5. Tem-se:

ot

-1
independente ({ 0 ] #* ). Tem-se, entdao, que mg(3) = dim M3 = 1.

1

€M3><1(R)2 (A—5Id)|: (ZJ; ‘| = |: 8 _}.

Célculo auxiliar:

-1 0 1]o -1 0 1]o0 10 —1]o0
-
(A —5I5]0) = 0 0 0 |ls+h 0o o|o|(=Dhl o o ofo (fe.r.)
1 0 —1]0 00 0]0 00 0]o0

Logo,

+ 0} : b,ceR}

| —— |
o
| I
@‘
(e}
m
e
——
Il
—N—
| ——
o

L —
o = o 0
| IS
[ —
[
\/

Concluimos entao que a sequéncia ({ [ }) é uma base de Mj pois gera Ms e é li-
0
1
0

nearmente independente (( +

= O = O = O

771
H bce}R}:<
|
|-

[ } = [ = v = 0). Tem-se, entdo, que
mg(5) = dim M5 = 2.

(¢) Uma condigao necessdria e suficiente para que a matriz A seja diagonalizavel, é que a soma das
multiplicidades geométricas dos seus valores préprios iguale a ordem da matriz A. Pela alinea
anterior, temos mg(3) + mg(5) =1+ 2 =3 = ordem de A, logo A é diagonalizdvel.

Nestas condigoes, sabemos que A é semelhante a uma matriz diagonal D € M3, 3(R) com os ele-

5 0 0
mentos 3, 5 e 5 na diagonal. Considerando a matriz D = [ 0 3 o0 | entao, por exemplo, a matriz
0 0 5
1 -1 0
P=1]o0o o0 1 1 , onde a primeira e terceira colunas sao os vectores da base de M; e a segunda
1 1 0

coluna é o vector da base de Ms, é invertivel e, além disso, P~'AP = D.
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9. (a)

Seja a € R e verifiquemos que
Fo={ueFE: f(u)=au}
é subespago vectorial de F.
. Atendendo a definicao de F, conclui-se que F, C E.
. 0g € F, porque f(0g) = a0g. Note-se que 0 = a0g e, como f : E—FE é aplicagao linear,
tem-se f(0g) = 0g.
. Sejam u,v € F,. Vejamos que u + v € Fy,.

Como u,v € F, tem-se f(u) = au e f(v) = av. Dado que f é aplicagdo linear, tem-se
flut+v) = f(u)+ f(v) = au+ av = a(u + v).

Logo, u+wv € F,.
. Sejam v € R e u € F,,. Vejamos que yu € F,.

Como u € F,, tem-se f(u) = au. Assim, como f é aplicacdo linear, tem-se

flyu) =~f(u) =y(au) = (ye)u = (ay)u = a(yu).

Logo, yu € F,.
Concluimos, portanto, que F, é subespaco vectorial de FE.
Sejam a, 5 € R tais que o # . Vejamos que F,, N Fg = {0g}.

Como F, e Fjz sao subespagos vectoriais de E sabemos que {Og} C F, N F3. Consideremos um

vector arbitrario u € F, N Fg. Como u € F,, e u € Fj verificarse f(u) = au e f(u) = Bu, pelo que
au = Bu,
isto é,
au — fu = (a— Pf)u=0g.

Como a — 8 # 0 (pois, por hipétese, o # ) concluimos que v = 0g. Logo F, N Fz C {0g} e,
portanto,
F,NFg = {OE} .



