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Algebra Linear e Geometria Analitica C
Departamento de Matemdatica FCT-UNL
Segundo Teste — 5 de Dezembro de 2007

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

A|/B|C|D

Nome:

Niimero de caderno: [ | [ [ [ [ [ [ | ]

ARl Rl

Atencao
1 - Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opgao que considerar
adequada.
2 - Caso assinale uma opgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X a sua nova opgao.

3 - Para cada um dos grupos de escolha miiltipla, a cotacao atribuida é a seguinte:
* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
* Se responder correctamente: +1,5 valores;
* Se responder erradamente: —0,5 valores.

4 - A classificagao da parte de escolha miltipla (Grupos 1 a 5) é dada por max {0, cly}, onde cly

designa a soma das classificagoes obtidas nos cinco grupos de escolha multipla.

1. seja A = € Msx5(R).

o W o © O
N O O = O

c O O
o = O O W
N Wk O O

0
Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.
A é invertivel e |A| = —72.

@ A ¢é invertivel e (A7), = 1.

A é invertivel e [A7! = —5.
@ adj A é invertivel e |adj A| = 72%.

2. Considere as matrizes A, Ay, A2, B € Myx4(R) tais que |A] #£0 e
Al g 2y, 28 B

Suponha que B = [b;;] estd em forma de escada.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

|Ao| +|A| = 0.
|| = | Aa].
|B| + 4]A| = 0.

[D] |A| = b11b2sbs3baa.

[Continua no verso desta foIhaJ
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2-3

a -1 3 1 T
3. Sejam A = 0 1 -3 | EMsx3(R)eB=|1 },X = [ y | € Max1(R).
1 -2 b 1 z

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Se a#0eb#6, entdo AX = B é um sistema de Cramer.

Sea=1eb=8, entdo |[A| =2.
Paraa=1eb=38, se (a1, as,a3) é solugdo do sistema AX = B, entdo

1 -1 3

1 1 -3

1 -2 8
o] = B)

1 1 3

1 1 -3

1 1 8
Qo = B

4. No espaco vectorial Rs[z], considere

F={ar*+ bz’ +cx+deRsz] : a=—d A b=c}.

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

F é um subespago vectorial de Rsz[z], com F # Rsx].

F=(—234+1,22+z).

223 + 322 + 3z — 2 é combinac?o linear dos vectores —2% 4 1 e 22 + z.

@ Fn{—a3 2% +xz,1) # F.

5. Para cada k € R, seja Fy, = {{ a b } € Maxs(R) : a:e—|—f/\c+d=k;}. Considere ainda

d e f
G:{

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

T 0 Yy

0 sty 0 Cx,y € R}, subespago de May3(R).

F; nao é subespago de May3(R).
Fy é um subespago de May3(R) e [ (1] (1) 8 } c Iy.

Se=([s 1] 00 s])
Dl o|eme
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Algebra Linear e Geometria Analitica C
Departamento de Matemdatica FCT-UNL
Segundo Teste — 5 de Dezembro de 2007

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

A|/B|C|D

Nome:

Nimero de caderno: [ | [ [ [ [ [ [ | ]

G| W e

Atencao

1 - Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opgao que considerar

adequada.
2 - Caso assinale uma opgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X a sua nova opgao.
3 - Para cada um dos grupos de escolha miltipla, a cotagao atribuida é a seguinte:
* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
* Se responder correctamente: +1,5 valores;
* Se responder erradamente: —0,5 valores.

4 - A classificagao da parte de escolha miltipla (Grupos 1 a 5) é dada por max {0, cly}, onde cly

designa a soma das classificagoes obtidas nos cinco grupos de escolha miltipla.

a -1 3 1 x
1. Sejam A = { 0 1 -3 | EMsx3(R)eB=|1 },X [ v | € Msx1(R).
-1 -2 b 1 z

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Para a =1 e b =8, se (a1, as,a3) é solucdo do sistema AX = B, entdo

1 1 3

1 1 =3

1 1 8
g = 9

Sea=1eb=38, entdo |A| = 2.
Sea#0eb#6, entdo AX = B é um sistema de Cramer.

@ Para a =1 e b =8, se (a1, as,as) é solucdo do sistema AX = B, entdo

1 -1 3

1 1 -3

1 =2 8
o] = 9

{Continua no verso desta folha}
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2. Para cada k € R, seja Fj, = {{ Z b Jf } EMoxs(R): a=e+ fAc+d= k} Considere ainda

T 0 Y
0 z+4+y O

G= LT,y € R}, subespago de Moy 3(R).

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.
G 10 0 0 0 1
o o1 0|'lo o o]/
Fy é um subespago de May3(R) e [ ; (1) 8 } € Fy.
111
[O 9 O}EFO—FG.
@ F; nao é subespago de May3(R).
3. Considere as matrizes A, Ay, Az, B € Myx4(R) tais que |A| #0 e
Al g, 2y, L g

Suponha que B = [b;;] estd em forma de escada.

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

|B| +4|A| = 0.
|A1| = |As|.

|A| = bi1bashssbas.
(D] |4s] + 14| = 0.

00 0 3 0

01 0 0 0
4.sejaA=1]0 0 4 0 4 | €Msx5(R)

3 0 5 1 3

002 0 0 2

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

A é invertivel e |A| = —72.

adj A é invertivel e |adj A| = 724.
A é invertivel e (A’l)23 =1.
@ A é invertivel e [A7!] = — L.

5. No espago vectorial Rs[x], considere

F={ar®+ba’>+cx+deRsfz] : a=—d A b=c}.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Fn{-x3,2% +x,1) # F.
223 + 322 4+ 3z — 2 é combinacdo linear dos vectores —2% 4 1 e 22 + z.

F={(-23+1,2% +x).

@ F é um subespaco vectorial de Rs[z], com F # Rs[z].



@ .
%% : &

o

Algebra Linear e Geometria Analitica C
Departamento de Matemdatica FCT-UNL
Segundo Teste — 5 de Dezembro de 2007

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

A|/B|C|D

Nome:

Nimero de caderno: | | [ [ [ [ [ [ [ ]

GB Wb

Atencao
1 - Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opgao que considerar
adequada.

2 - Caso assinale uma opgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X a sua nova opgao.
3 - Para cada um dos grupos de escolha miltipla, a cotacao atribuida é a seguinte:

* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;

* Se responder correctamente: +1,5 valores;

* Se responder erradamente: —0,5 valores.

4 - A classificacdo da parte de escolha miiltipla (Grupos 1 a 5) é dada por max{0,cly}, onde cly

designa a soma das classificagoes obtidas nos cinco grupos de escolha maultipla.

1. No espago vectorial Rsz[z], considere

F={ax® +bx* +cx+deRyx] : a=—d A b=c}.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

F=(-2+1,2%+2).

223 + 322 4 32 — 2 é combinacao linear dos vectores —z> + 1 e 22 + .

Fn{(—2®2?+x,1) #F.
@ F é um subespaco vectorial de Rs[x], com F # Rs[z].

2. seja A = € Msx5(R).

o W o © O
N O O = O

o O O
o = O O W
N Wk O O

0

Apenas uma das seguintes afirmacoes ¢ FALSA. Indique qual é.

A é invertivel e (A71),, = 1.

adj A é invertivel e |adj A| = 72%.
A é invertivel e |[A| = —72.

@ A é invertivel e [A7!| = =L,

[Continua no verso desta foIhaJ
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3. Para cada k € R, seja Fj, = {{ Z b Jf } EMoxs(R): a=e+ fAc+d= k} Considere ainda

T 0 Y
0 z+4+y O

G= LT,y € R}, subespago de Moy 3(R).

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.
G — 10 0 0 0 1

o o1 0|'lo o o]/
Fy nao é subespago de Maox3(R).
Fy é um subespago de Max3(R) e

1 1 1
@[0 9 0}€F0+G.

0
o] e

a -1 3 1 T
4. Sejam A = 0 1 -3 | EMsx3(R)eB=]1 1,X— [ y | € Msx1(R).
-1 -2 b 1 z

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Paraa=1eb =38, se (a1, as,a3) é solucao do sistema AX = B, entao

1 -1 3

1 1 -3

1 -2 8
o] = B)

Sea=1eb=38, entdo |[A| = 2.
Paraa=1eb=38, se (a1, a2, a3) é solucdo do sistema AX = B, entao

1 1 3

1 1 -3

1 1 8
Qo = 72

@ Sea#0ebz#06, entao AX = B é um sistema de Cramer.
5. Considere as matrizes A, A1, As, B € Myx4(R) tais que |A| #0 e
ATl g o2 g A g

Suponha que B = [b;;] estd em forma de escada.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

|B| + 4]A| = 0.
|4s] + 4] = 0.
|A| = bi1bosbssbas.
[D] |41] = |4a].
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Algebra Linear e Geometria Analitica C
Departamento de Matematica FCT-UNL
Segundo Teste — 5 de Dezembro de 2007

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

A|/B|C|D

Nome:

Nimero de caderno: [ | [ [ [ [ [ [ | ]

g Wb

Atencao
1 - Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opgao que considerar
adequada.

2 - Caso assinale uma opgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X a sua nova opgao.
3 - Para cada um dos grupos de escolha miiltipla, a cotacao atribuida é a seguinte:

* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;

* Se responder correctamente: +1,5 valores;

* Se responder erradamente: —0,5 valores.

4 - A classificagdo da parte de escolha miiltipla (Grupos 1 a 5) é dada por max{0,cly}, onde cly

designa a soma das classificagoes obtidas nos cinco grupos de escolha mailtipla.

1. Considere as matrizes A, A1, As, B € Myx4(R) tais que |[A] #0 e
Al g Bet2h 4 A g

Suponha que B = [b;;] estd em forma de escada.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

|A| = b11b22b33b4s.
|[As| + |A| = 0.

|B| +4]4] = 0.
[D] [A1] = |Ay].

2. No espago vectorial R3[x], considere

F={az®*+bx® +cx +d€R3[z] : a=—d A b=c}.

Apenas uma das seguintes afirmagdes é FALSA. Indique qual é.

F={(-23+12%+2z).

F é um subespago vectorial de Rs[z], com F # Rs[x].
Fn{(—2®2?+x,1) #F.

@ 223 + 322 4 3x — 2 é combinacdo linear dos vectores —z> + 1 e 22 + .

[Continua no verso desta foIhaJ
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3. seja A = € Msx5(R).

S w o o o
N O O = O
S Ut s O O
o = O O W
N Wk O O

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.
A é invertivel e (A71),, = 1.

adj A é invertivel e |adj A| = 72%.

A é invertivel e [A7! = — 5.

@ A é invertivel e |A| = —72.

4. Para cada k € R, seja Fy, = {{ a b } € Maxs3(R) : a_e—|—f/\c—|—d—k}. Considere ainda

d e f
6{

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

T 0 Yy

0 oty 0| DY € R}, subespago de May3(R).

Fy néo é subespago de Maox3(R).
B[, ) ]enre
G— 1 0 0 0 0 1

B o1 0ol|’'lo o o ’

@ Fy é um subespago de Max3(R) e [ (1) 2 8 } c Iy.

a -1 3 1 x
5. Sejam A = 0 1 -3 | EM3x3s(R)eB=]1|,X= [ y | € Maxi(R).
-1 -2 b 1 z

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

Paraa=1eb=_8, se (a1, as,a3) é solugio do sistema AX = B, entdo

1 -1 3

1 1 -3

1 -2 8
a1 = B

Sea#0eb#6, entdo AX = B é um sistema de Cramer.
Paraa=1eb =8, se (a1, as,a3) é solucao do sistema AX = B, entao

1 1 3

1 1 -3

1 1 8
Qo = B)

@Seazleb:&entéo |A| = 2.
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Algebra Linear e Geometria Analitica C
Departamento de Matemdatica FCT-UNL
Segundo Teste — 5 de Dezembro de 2007

[Sé serdo consideradas certas as respostas devidamente justificadas. Mude de folha sempre que mudar de gmpg.]

[Cotagio]

[45] 6. Considere a matriz A € Myx4(R):

1 0 b 0
A= -1 a-1 2 0
1 0 b—2 0
2 4 b a

(a) Calcule o determinante de A e conclua que nao depende do valor de b.
(b) Usando a alinea anterior, determine para que valores de a e b a matriz é invertivel.
(c) Parab=0 e a =2, indique:

i. o elemento da posigao (4,4) da matriz adj 4;

ii. o elemento da posigao (3,4) da matriz A1

Mude de Folha

[2.0] 7. Considere o sistema de trés equagoes lineares nas incognitas x,y e z:

r—2y+z=1
(S) 20—y =20
—y—z=-—1

(a) Verifique que o sistema (S) é um sistema de Cramer. Justifique.

(b) Calcule, usando determinantes, as solugdes do sistema (S5).

Mude de Folha

35 8. Considere o conjunto F = {(a,b,c,d) € R*: a = 2b A c = —b}.

(a) Mostre que F' é subespaco vectorial de R*.
(b) Indique, justificando, um conjunto de geradores de F'.

(¢) Justifique que (5,2,-2,1) € ((1,0,0,0),(2,2,-2,1)) mas (5,2, —-2,1) ¢ F.

[2.5] 9. Considere o conjunto G = {A € M,xn(K): A+ A" = kI, k € K}.

(a) Mostre que G é subespago vectorial de M, x, (K).
(b) Seja A € G, invertivel, em que A+ AT = I,,. Mostre que det(l, — A1)

I
—
|
—_
=

s

Fim
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Algebra Linear e Geometria Analitica C
Departamento de Matemdatica FCT-UNL
Segundo Teste — 5 de Dezembro de 2007

Uma resolugdo

Escolha Multipla

1. | 2. ] 3. ] 4. | 5.
VerssoA | B| D | D |D|C
VerssoB| A|A | C|C| A
VersstoC | C | A|A|C|C
VerssoD | A| C | A | C|C

(a) Tem-se
1 0
A 21 am1 2 | a@—nnz| b Y |-
h L0 b-2| b2

=ala—1)[(b—2) —b] = —2a(a — 1) = —2a* + 2a,
qualquer que seja o valor de b.
(b) A éinvertivel < |A| £#0 <= —2a(a—1) #0<=a R\ {0,1} AbeR.
(¢c) Parab=0ea=2temos |4 = —-2.2.(2—-1) = —4.

1 0 0
i (adj A)as = Agy = ()] -1 1 2 Llilpl'l.l.(—l)“r1 (1) _22 =2
1 0 -2
1 0
ii. (A7) = (ﬁ adj A)34 = ‘1| Ays = Lt 211 0| =0
1 0

(a) (S) é um sistema de Cramer se a matriz simples associada a (S) é quadrada e invertivel. Calculemos
det A:

-2 1
apl. 3 72
Al = 10 3 =2 L=111(—1)1+1 T —3—-2= -5 # 0. Logo A é invertivel e,
2 — 2 ¢ — —
-1 -1
portanto, (S) é um sistema de Cramer.
(b) Se (a1, as,as) é solugao de (S), entao
1 -2 1 1 1 1
0 -1 0 2 0 0
-1 -1 -1 0 0 -1 -1 0
o = =—=0, g=——F7—"—=71-=0,
4] Al A |A]
1 -2 1
-1 0
-1 -1 |A|
O el U e
4] A

Logo, a solucdo do sistema é (0,1, 1).
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8.

9.

(a) Observemos que F' = {(2b,b, —b,d) : b,d € R}. Tem-se:

1. F CR*, visto que b,d € R = (2b,b, —b,d) € R*.
2. Ops = (0,0,0,0) = (2 x 0,0,-0,0) € F.
3. Sejam (2z,x, —x,y), (22,2, —z,w) € F (com z,y,z,w € R). Entao
2z, 2, —x,y)+ (22,2, —z,w) = 2042z, 2+2z, —z—2z,y+w) = (2(z+2), 242, —(z+2), y+w) € F.

Assim, V(2z,z, —z,y), (22,2, —z,w) € F, 2z,z,—x,y) + (22,2, —z,w) € F.
4. Sejam o € R e (2z,z,—x,y) € F (z,y € R). Entao a(2z,z, —z,y) = (a2z, ax,a(—x),ay) =
(2(ax), az, —(az),ay) € F. Assim, Vo € R,V(2z,z, —z,y) € F, a(2z,z, —z,y) € F.

As quatro condicdes verificadas permitem-nos concluir que F' é um subespaco vectorial de R%.

(b) Tem-se

F = {(2b,b,—b,d): b,d € R}
{(2b,b,—b,0) + (0,0,0,d) : b,d € R}
= {b(2,1,-1,0) +d(0,0,0,1) : b,d € R}
= {((2,1,-1,0),(0,0,0,1)).

Logo, uma sequéncia de geradores de F' pode ser ((2,1,—1,0),(0,0,0,1)).

(¢) (5,2,-2,1) € ((1,0,0,0),(2,2,—2,1)) se e s6 se existirem escalares «, 3 € R tais que

a(]-a Oa 0,0) + ﬂ(2a 23 _27 1) = (57 2, _23 1)

Ora, tem-se (5,2,—2,1) = 3(1,0,0,0) + 1(2,2,—2,1), donde estd provado o pretendido. Por outro
lado, (5,2,—2,1) ¢ F, visto que, sendo a = 5,b =2,¢= —2,d = 1, tem-se 5 # 2 X 2, 0 que contraria

a condicao a = 2b, uma das que caracterizam F'.

(a) Tem-se

1. G € My xn(K) (por definigao de G).

2. OM"X"(K) S G, visto que OM'ILXH(K) + (OMan(K))T = OMan(K) =0, e0ekK.

3. Sejam Ay, Ay € M, x,(K). Entdo existem ky, ko € K tais que A; +A{ = ki1, e Ag+ Ay = kol,,.
Assim,
(A1 +A0)+(A1+A2) T = A+ As+ A +A) = (A +A])H(As+Ay) = ky L +ho I, = (ki +k2) 1,
onde k1 + ko € K. Entao A1 + A> € G.

4. Sejam o € K e A € G. Entdo existe k € K tal que A+ AT = kI,,. Assim,

(@A) + (@A) =aA+aAT =a(A+ AT) = a(kl,) = (ak)I,,

onde ak € K. Entao oA € G.
Finalmente, G é subespago de M, x,(K).

(b) Sendo A invertivel, da igualdade A+ AT = I,, sai que

A+ AT =A""4 —= A-—ATA=-AT
— [LA-A'A=-AT
— (I,-ANHA=-AT.

Aplicando determinantes obtemos
((In = ATHA[ = | = AT = |(I, = A7H|A] = (-1)"|AT| = |(I, — A7H]A] = (-1)"|Al.

Tendo em conta que |A| # 0, vem o pretendido: |(I, — A7} = (=1)™.



