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PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

Grelha de Respostas

Nome: A/ BIC|D
Nimero de caderno:’ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

AR Rl R

Atencao
Os primeiros 5 grupos desta prova sao de escolha miiltipla. Em cada um destes 5 grupos apenas
uma das afirmagoes é falsa. Determine-a e assinale-a com um X na grelha de respostas.

- Cotagao: A cotagao total desta prova é de 20 valores. Para cada um dos grupos de escolha miltipla

a cotacao atribuida é a seguinte:
e Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
e Se responder correctamente: +1,8 valores;
e Se responder erradamente: —0,6 valores.
A classificagdo da parte de escolha miiltipla (Grupos 1 a 5) é dada por , onde M designa

a soma das classificagoes obtidas nos 5 grupos de escolha miiltipla.

- Duracgdo: 1 hora e 30 minutos (+ 30 minutos de tolerancia).

1. Para cada a € R e 3 € R, considere o sistema de equagoes lineares, nas incégnitas x, y, z, sobre R,

r4+y+2z=-1
—r+ay—z=0+1
r+y+pz=a-1
r+y+22=0-3

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

Se =2 e a =0 entao o sistema ¢é possivel e indeterminado com grau de indeterminacao 2.
Se (§ # 2 entao o sistema é impossivel.
Se B =2 e «a # 0 entao o sistema é impossivel.

@ Se #=2e a =0 entdao o conjunto solugdo do sistema é {(—=3 —z,2—z, z) : z € R}.

[Continua no verso desta folha]
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2. Considere a matriz

a z 0 0 e
xr 0 0 0 0
Q=1|b h 2 1 f|€MsusR).
c 1 1 ¢
d 0 0 0 y

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Ql = —zyz.

Q ¢ invertivel se, e s6 se, z £ 0 e z # 0.
Q55 = —x2.

(D] Qs =0.

3. Sejam P, Q € Myxn(R).

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

P ¢é invertivel se, e s6 se, |P| # 0.

PQ é invertivel se, e s6 se, P e () sao ambas matrizes invertiveis.
Se |P| = 2 entdo P é invertivel e |[P~!| = |P|.

[D] IPQI = Pl = [QIIP| = |QP].

4. Seja Q € My xn(R), com n > 2.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

QadjQ = |Q|I,..

Se Q ¢ invertivel entio Q' = £ adj Q.

Se |Q| = 1 entdo Q é invertivel e Q71 = adj Q.
[D] S7hs; QuiQax #0.

a b ¢ a b ¢
5.SejamP=|d e f |, Q=1|d e f |€MsR).
g h i g h

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Se |P| = 4 entdo |2P] = 2x4.

a b c 2a 2b 2c a 6b c
Bl 24| d e f|=|3d 3¢ 37 |=|4d 24e 4f
g h i 49 4h 43 g G6h 1
a d g
ctd f+f it+i | =—(P+Q).
b e h
a b c+/c
D] | d e f+r|=IPI+IQl
g h i+7d
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Sé serdo consideradas as respostas devidamente justificadas. Na resolu¢do, mude de folha sempre que mudar de grupo.
[Cotacio]

6. Considere a matriz

1 0 4
A=|1 0 5 | € Msu3(R).
0 1 0
[1.5] (a) Calcule |A] e justifique que A é invertivel.
[2.5] (b) Determine matrizes elementares Ey, Es € M3x3(R) tais que
1 0 0
A7 ' =EEBE | -1 1 0
0 0 1
[2.0] (c) Determine A~! utilizando a matriz adj A.

Mude de Folha

[3.0] 7. Para cada o € R e 3 € R, considere o sistema de equacoes lineares, nas incégnitas x,y, z, sobre R,

112 -1
1 1] B+1
1o -

S, =

(o) 1o Y
11 2| L7 B3

Averigtie, justificando, se existem valores para « e [ tais que (S,,5) tem uma, e uma sé, solucao.

Mude de Folha

[2.00) 8. Sejam A, B € My x»(R), com n > 2. A matriz B foi obtida a partir da matriz A substituindo a linha ¢

pela sua soma com a linha j multiplicada pelo ntimero real 3, i # j. Em esquema, temos

A~ B.

Prove que |A| = |B].
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Uma resolugdo com notas explicativas

&
- U aQ w =

6. (a) Aplicando o Teorema de Laplace para o cdlculo do determinante, por exemplo, & linha 3 de A, tem-se

(b)

1 0 4
apl. 1 4
Al=|1 0 5| = (-1 X ’:(—1)3+2(1><5—4><1):—1.
3
0 1 0
Como |A] = —1 # 0 concluimos que A é invertivel.

(Alternativamente, podiamos obter |A| calculando o determinante de uma matriz A’, obtida a

partir de A, efectuando transformagoes elementares sobre linhas/colunas. Dado que conhecemos
o efeito que cada uma das transformagoes elementares tem sobre o determinante de uma matriz,
sabemos relacionar |A| com |A’|. Como sabemos que o determinante de uma matriz triangular é
igual ao produto dos elementos da sua diagonal principal (fcil de calcular) tem especial interesse

que A’ seja triangular. Por exemplo,

1 0 4 1 0 4 1 0 4
[Al=11 0 5 ey 00 T S, [0 10 = —(1x1x1)=-1.)
0 1 0 0 1 0 0 0 1

Como sabemos, a forma de escada reduzida de uma matriz invertivel é a identidade. Equivalen-
temente, toda a matriz invertivel pode ser escrita como produto de matrizes elementares. Em

particular, a matriz invertivel A~ poderd ser escrita como o produto

1 0 0
EsFi|l =1 1 0
0 0 1
1 0 0
de 3 matrizes elementares (note que | —1 1 0 | é uma matriz elementar) se, e s6 se, for possivel
0 0 1

obter A~! a partir de I3 (a forma de escada reduzida de A=), efectuando apenas 3 transformacoes
elementares.

Vamos determinar A~! fazendo [A | I3] [I3 | A7Y, efectuando apenas 3 transformacoes

s
(linhas)
elementares. Notemos que, simultaneamente, vamos determinar A~' a partir de I3 efectuando

apenas 3 transformagcoes elementares, a primeira delas, ls + (—1)l;, é a transformacao elementar

1 0 O
associada a matriz elementar | —1 1 0
0 0 1
Célculo auxiliar:
1 0 4 0 0o 4| 1 0 o
[AlI]=|1 0 5[0 1 0 |l+(=Dh| 0 0 1|-1 1 0
0 1 0|0 0 1 o1 0] 0o o0 1
1 0 4] 1 0 o0 1 0 ol 5 -4 o0
- —1
loe=lz| 001 0 0 0 1 |L+(-dlzl 0 1 0| o o 1 |=[UIs]A]
00 1]-1 1 0 00 1]|-1 1 o0
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Atendendo ao efeito da multiplicacdo de uma matriz elementar, & esquerda, por uma matriz do tipo

adequado, temos que

A~' = EyE\E,,

sendo Ey, E; e Eo as matrizes elementares de Mz 3(R) associadas, respectivamente, as trans-

formagoes elementares lo + (—1)l1, lo < I3 e I; + (—4)l3, isto &,

(Alternativamente, se fizermos [A | I3]

mentares

MLM{

———
1+ (74)[2

entao

(¢) Como A ¢ invertivel, tem-se

1
A t=1 o
0

o = O

—4
0
1

(e
— o O

—_—
(linhas)

1 0 4|1 0
1 0 5|0 1 0 [la+ (=D
01 0l0 0 1
1 0 0] 5 -4 o0
0 0 1 —1 1 0 l2<—>l3
01 0| 0 o0 1
[ 1 0 4
Al = 1
1 0 0
C|o
+ —
1 0 0
1 0 n 4
(-1) 00
0 4 1
+ —
I 0 1
0 5 —4 0
—1 = 0 0 1
0 —1 1 0

o = O

[ R R

[

Ju—

o = O

1 0 0
-1 1 0
0 0 1

I
—
o = o

[I3 | A7'] efectuando as transformagoes ele-

=I5 A7
.

-5 0 1

4 0 -1

0 -1 0

7. Sabemos que um sistema de equagoes lineares AX = B tem uma, e uma s6, solugao (isto é, é possivel e

determinado) se, e s6 se, as matrizes A e [A|B] tém ambas caracteristica igual ao nimero de incégnitas

do sistema.

Para cada o € R e 8 € R consideremos o sistema

(Sa

3  AX=B.

Efectuando na matriz ampliada do sistema, a matriz [A|B], transformagoes elementares sobre linhas,

vamos obter uma matriz [A’| B’] a partir da qual poderemos determinar se existem valores para « e [ tais

que A e [A|B] tém ambas caracteristica igual a 3 (=ndmero de incégnitas do sistema).

[A|B] =

2 -1
a —1|p+1
1 Bla—-1
1 2|/5-3

1 1
Tt | 0 a+1
lg+(—=1)1
=0t | 0
0 0

2 -1

1 g
B—2 o

0 8—2
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Analisando a matriz [A’| B'] concluimos que
r(A) = 3 (=ntmero de incdgnitas do sistema) se, e s6 se, 3 —2#0e a+1#0.
Como para 8 —2 #0 e a+ 1 # 0 resulta que
r[A|B] =4

e, portanto,
r(A) =3 < r[A|B] =4,
concluimos que nao existem valores para « e (3 tais que (S, 3) seja possivel determinado.

8. Sejam A, B € M, x,(R), com n > 2, tais que A

generalidade, que ¢ < j. Tem-se

Tia B, com i # j. Vamos supor, sem perda de
i J

All e Aln All e Aln All ce Aln
A+ BA;L -+ Ain + BAjn A - Ain BA;1 -+ PBAjn
|B|: = ... ... R
AJ1 A]n Ajl A]n A]l A]n
Anl Ann Anl Ann Anl Ann
All Aln
Agl e Ajn
Aji Ajn
Anl Ann

como pretendiamos provar.

(Alternativamente, podiamos aplicar o Teorema de Laplace a linha 7 de B, obtendo

Lapl.

| B| n leBu +---+ DB E =(Ain + ﬂAﬂ) i+ (Ain + BA4n) Em
(AilBil + A ) (ﬁAngu +- ﬂAjném)
(Ai1§i1+"' + Ay B; ) ( j1§i1+"'+A3n )

(A“/Tﬂ+-~-+AmA ) ( A+ +AJnAm)

mel

= [A[+8x0=1A].)



