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Algebra Linear e Geometria Analitica C
Departamento de Matemdatica FCT-UNL
Terceiro Teste — 23 de Janeiro de 2008

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

A|/B|C|D

Nome:

Nimero de caderno: [ | [ [ [ [ [ [ | ]

gB Wb

Atencao

1 - Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opgao que considerar
adequada.

2 - Caso assinale uma opgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X a sua nova opg¢ao.

3 - Para cada um dos grupos de escolha miltipla, a cotacao atribuida é a seguinte:
* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
* Se responder correctamente: +1,5 valores;
* Se responder erradamente: —0,5 valores.

4 - A classificagao da parte de escolha miltipla (Grupos 1 a 5) é dada por max {0, cly}, onde cly

designa a soma das classificagoes obtidas nos cinco grupos de escolha maultipla.

1. Considere os subespacos de R* definidos pelos conjuntos:

F={(z,y,z,w) ER*: z=yAz=w} e G={(z,y,z,w) ER*: z =2z}

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

((1,1,0,0),(0,0,1,1)) é uma base de F e ((2,0,1,0), (0,1,0,0), (0,0,0,1)) é uma base de G.
F+ G =((1,1,0,0),(0,0,1,1),(2,0,1,0),(0,1,0,0), (0,0,0,1)).

dim F + G = 5.

@ FNnG={(2a,2a,a,a): a € R}.
2. Sejam E e E’ espagos vectoriais sobre K e f : E — E’ uma aplicagio linear. Sejam B = (uy, ug, u3, u4)
uma base de E e B’ = (vq, v2,v3) uma base de F’.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

dimIm f < 3.

A aplicagao f nao é injectiva.

(f(uy), fuz), f(us), f(us)) é uma sequéncia de vectores de E’ linearmente independentes.
@ Seja A =M(f;B,B’). Se r(A) = 3, entdo a aplicacdo f é sobrejectiva.

[Continua no verso desta foIhaJ
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3. Sejam f : R? — R3 uma aplicagio linear, B = ((1,1), (1,0)) uma base de R? e B’ = ((1,0,0), (1,1,0),(1,1,1))

uma base de R3. Considere
1

A=M(f;B,B) = { 0

-1 0

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

£(1,2) = (5,2, —1).
dimIm f =r(A).
dim Nuc f = 0.
D] £(1,0) = (3,1,0).

12 -1
4. Considere a matriz A = { 0 3 2| €Msxs(R).
00 5

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Os valores proprios de A sao 1, 3 e 5.
A é uma matriz diagonalizdvel.

1 1 1
{ 4 } , [ 1 } , { 0 | sao vectores proprios de A associados aos valores préprios, respectivamente, 5, 3
4 0 0
el.
111
@SeP: 4 0 1 |,entdo P7'AP=| o
4 0 0 0 1

5. Num referencial ortonormado directo (O;ey,es,e3) considere os pontos A = (1,0,—1),B = (2,1,0) e

C=(1,1,-1).

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

A 4rea do tridngulo [ABC] é §

A equagao geral do plano que passa pelos pontos A,Be C é —x+ z+2=0.
Os vectores AB e (0,0,0) sdo ortogonais mas nao perpendiculares.

@ A recta dada pelas equagoes x =2 Ay —1 = % é paralela ao plano de equagao geral —x 4+ 2z +2 = 0.
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Algebra Linear e Geometria Analitica C

Departamento de Matemdatica FCT-UNL
Terceiro Teste — 23 de Janeiro de 2008

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

Nome:

Nimero de caderno: [ | [ [ [ [ [ [ | ]

Atencao

A

B

C|D

G| W e

1 - Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opgao que considerar

adequada.

2 - Caso assinale uma opgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X a sua nova opgao.

3 - Para cada um dos grupos de escolha miltipla, a cotagao atribuida é a seguinte:

* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;

* Se responder correctamente: +1,5 valores;

* Se responder erradamente: —0,5 valores.

4 - A classificagao da parte de escolha miltipla (Grupos 1 a 5) é dada por max {0, cly}, onde cly

designa a soma das classificagoes obtidas nos cinco grupos de escolha miltipla.

1. Sejam f : R? — R? uma aplicagdo linear, B = ((1, 1), (1,0)) uma base de R? e B’

uma base de R3. Considere

1 2
A:M(f;&B/):{ 0 1
0

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

£(1,0) = (3,1,0).
dimIm f = r(A).
£(1,2) = (5,2,-1).
(D] dimNuc f = 0.

((1,0,0), (1,1,0), (1,1, 1))

{Continua no verso desta foIhaJ
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2. Num referencial ortonormado directo (O;ey,eq,e3) considere os pontos A = (1,0,—1),B = (2,1,0) e
C=(1,1,-1).

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Os vectores AB e (0,0,0) sdo ortogonais mas nao perpendiculares.
A equagao geral do plano que passa pelos pontos A,Be C é —x+2+2=0.
A recta dada pelas equagoes x = 2Ay —1 = % ¢é paralela ao plano de equagao geral —x + 2z +2 = 0.
@ A 4rea do tridngulo [ABC] é §

3. Sejam F e E’ espagos vectoriais sobre K e f : F — E’ uma aplicagdo linear. Sejam B = (u, uz, ug, ug)
uma base de F e B’ = (v1,v2,v3) uma base de E’.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

(f(u1), f(uz), f(us), f(ug)) é uma sequéncia de vectores de E’ linearmente independentes.
A aplicacao f nao é injectiva.

Seja A = M(f; B, B’). Ser(A) =3, entdo a aplicagdo f é sobrejectiva.

(D] dimIm f < 3.

4. Considere os subespacos de R* definidos pelos conjuntos:

F={(z,y,2,w) eER*: z=yAz=w} e G={(2,y,2,w) €ER*: =2z}
Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

((1,1,0,0),(0,0,1,1)) é uma base de F e ((2,0,1,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1)) é uma base de G.
FNG=1{(2a,2a,a,a) : a € R}.
F+G=1{(11,0,0),(0,0,1,1),(2,0,1,0), (0,1,0,0), (0,0,0,1)).
D] dim F+ G =5.
—1

12
5. Considere a matriz A = { 0 3 2 1 € Msx3(R).
00 5

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

SeP:
{l
4

el.
A é uma matriz diagonalizdvel.
@ Os valores proprios de A sdo 1, 3 e 5.

0
0o 5 0
o 0 1

1
4
4

1
1 } , entdo P~1AP =
0

1
0
0
1 1
.1 1],| o | s@o vectores préprios de A associados aos valores proprios, respectivamente, 5, 3
0 0
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Algebra Linear e Geometria Analitica C

Departamento de Matemdatica FCT-UNL
Terceiro Teste — 23 de Janeiro de 2008

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

Nome:

A

B|C| D

Niimero de caderno: [ | [ [ [ [ [ [ | ]

ARl Rl

Atencao

1 - Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opgao que considerar

adequada.

2 - Caso assinale uma opgao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X a sua nova opgao.

3 - Para cada um dos grupos de escolha miiltipla, a cotacao atribuida é a seguinte:

* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;

* Se responder correctamente: +1,5 valores;

* Se responder erradamente: —0,5 valores.

4 - A classificagao da parte de escolha miltipla (Grupos 1 a 5) é dada por max {0, cly}, onde cly

designa a soma das classificagoes obtidas nos cinco grupos de escolha multipla.

12 -1
1. Considere a matriz A= | o 3 2 } € Msx3(R).
0 0 5

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

A é uma matriz diagonalizavel.

HIRT

el.
SeP:

@ Os valores proprios de A sao 1, 3 e 5.

1 1 1
4 0 1
4 0 O

3.0 0
,entdio P71AP=| 0 5 o |.
0 0 1

2. Considere os subespacos de R* definidos pelos conjuntos:

sdo vectores proprios de A associados aos valores proprios, respectivamente, 5, 3

F={(z,y,z,w) ER*: x =yAz=w} e G={(v,y,z,w) ER?: x =2z}.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

F+ G =((1,1,0,0),(0,0,1,1),(2,0,1,0),(0,1,0,0), (0,0,0,1)).
FNG=1{(2a,2a,a,a): a € R}.

((1,1,0,0),(0,0,1,1)) é uma base de F e ((2,0,1,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1)) é uma base de G.

D] dimF +G =5.

[Continua no verso desta foIhaJ
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3. Num referencial ortonormado directo (O;ey, ez, e3) considere os pontos A = (1,0,—1),B = (2,1,0) ¢
C=(1,1,-1).

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Os vectores AB e (0,0,0) sdo ortogonais mas nao perpendiculares.

A 4rea do tridngulo [ABC] é ?

A equagao geral do plano que passa pelos pontos A,Be C é —x+ z+2=0.

@ A recta dada pelas equagoes x =2 Ay —1 = g é paralela ao plano de equagao geral —x 4+ 2z +2 = 0.

4. Sejam f : R? — R? uma aplicacdo linear, B = ((1,1), (1,0)) uma base de R? e B’ = ((1,0,0), (1, 1,0), (1,1,1))
uma base de R3. Considere

A=M(f;B,B) = { 0

-1 0

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

dimNuc f = 0.
dimIm f =r(A).
£(1,0) = (3,1,0).
D] £(1,2) = (5,2,-1).
5. Sejam E e E’ espacos vectoriais sobre K e f: E — E’ uma aplicagdo linear. Sejam B = (u1, ug, us, u4)
uma base de F e B’ = (vy,v2,v3) uma base de F’.

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

(f(ur), f(u2), f(us), f(ug)) é uma sequéncia de vectores de E’ linearmente independentes.

dimIm f < 3.
Seja A = M(f;B,B’). Ser(A) = 3, entao a aplicagao f é sobrejectiva.
@ A aplicacao f nao é injectiva.
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Algebra Linear e Geometria Analitica C
Departamento de Matemdatica FCT-UNL
Terceiro Teste — 23 de Janeiro de 2008

PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

A|/B|C|D

Nome:

Nimero de caderno: | | [ [ [ [ [ [ [ ]

GB Wb

Atencao
1 - Relativamente as questoes que queira responder, assinale com um X a opgao que considerar
adequada.

2 - Caso assinale uma opcao e depois queira altera-la, risque-a e assinale com um X a sua nova opgao.
3 - Para cada um dos grupos de escolha miltipla, a cotacao atribuida é a seguinte:

* Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;

* Se responder correctamente: +1,5 valores;

* Se responder erradamente: —0,5 valores.

4 - A classificagao da parte de escolha miltipla (Grupos 1 a 5) é dada por max {0, cly}, onde cly

designa a soma das classificagoes obtidas nos cinco grupos de escolha miltipla.

1. Sejam F e E’ espacos vectoriais sobre K e f : E — E’ uma aplicagéo linear. Sejam B = (u1, ua, us, uy)

uma base de F e B’ = (v, v9,v3) uma base de F’.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Seja A = M(f;B,B’). Ser(A) =3, entdo a aplicagdo f é sobrejectiva.
@ dimIm f < 3.
(f(u1), f(uz2), f(us), f(us)) é uma sequéncia de vectores de E’ linearmente independentes.

@ A aplicacao f nao é injectiva.

12 -1
2. Considere a matriz A= | o 3 2 ] € Msx3(R).
0 0 5

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

A é uma matriz diagonalizavel.
Os valores proprios de A sao 1, 3 e 5.

SeP:
@[i
4

el.

0 0 0 0

11 1 3.0 0
4 0 1 |,entdo P7'AP=1]0 5 o |.
4 1

1 1
, { 1 } , [ 0 } sdo vectores proprios de A associados aos valores proprios, respectivamente, 5, 3
0 0

[Continua no verso desta foIhaJ
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3. Considere os subespacos de R* definidos pelos conjuntos:

F={(z,y,z,w) eER*: s =yAz=w} e G={(z,y,2,w) e R : =2z},
Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

F+G=1{((1,1,0,0),(0,0,1,1),(2,0,1,0), (0,1,0,0), (0,0,0,1)).
FNG=1{(2a,2a,a,a): a€R}.
dimF + G = 5.

D] ((1,1,0,0),(0,0,1,1)) é uma base de F e ((2,0,1,0),(0,1,0,0), (0,0,0,1)) é uma base de G.

4. Num referencial ortonormado directo (O;ey, ez, e3) considere os pontos A = (1,0,—1),B = (2,1,0) ¢
Cc=(1,1,-1).
Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.
A 4rea do tridngulo [ABC] é @
A recta dada pelas equagoes x =2 Ay —1 = % é paralela ao plano de equagao geral —x +z+2 = 0.
Os vectores A’B> e (0,0,0) sdo ortogonais mas nao perpendiculares.

@ A equagao geral do plano que passa pelos pontos A,Be C é —x+ z+2=0.

5. Sejam f : R? — R3 uma aplicagao linear, B = ((1,1), (1,0)) uma base de R? e B’ = ((1,0,0), (1,1,0), (1,1,1))
uma base de R3. Considere

A=M(f;B,B) = { )

-1 0

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

dim Nuc f = 0.
£(1,2) = (5,2,-1).
£(1,0) = (3,1,0).
(D] dimTm f = r(A).
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[Sé serdo consideradas certas as respostas devidamente justificadas. Mude de folha sempre que mudar de gmpg.]

[Cotagio]

[3.5] 6. Considere a aplicacao linear f : Ry[z] — Max2(R) definida por

f(a2x2+a1x+a0) = |: 0 42— :|, Va2x2+a1x+a0 GRQ[I].

2a0 ag

(a) Considere a base B = (22+1,1—x,1) de Ry[z] e a base B’ = ({ (1) 8 },{ vl },[ bt },{ vt })
de May2(R). Determine M(f; B, B').
(b) Indique, justificando, uma base do Nuc f.

(¢) Determine dimIm f e conclua, justificando, se f é, ou néo, sobrejectiva.

Mude de Folha

2 -1
35] 7.SejaAd=|0 2 o |€Msxs(R).
0 -1 2

(a) Indique, justificando, os valores préprios de A e as respectivas multiplicidades algébricas.
(b) Determine uma base para cada um dos subespagos préprios de A.

(c¢) Diga, justificando, se A é diagonalizdvel.

Mude de Folha

[25] 8. Seja f:R® — R3 uma aplicacdo linear, com

4 6 8
A=M(f;b.crs,b.cps) = { -1 -1 -4 } ,
0o 0 -3

onde b.c.ps designa a base canénica de R3.

(a) Considere a base de R3, B = ((2,—1,0),(3,—1,0),(—=2,1,1)). Utilizando matrizes de mudanca de

1 0 0
base conclua que M(f; B, B) = { 0 2 0 } .
0 0 -3

(b) Utilizando a alfnea anterior e sem efectuar célculos, indique, justificando, uma base de vectores

préprios de f e indique a que valor préprio estd, cada um deles, associado.

3.0] 9. Seja A € M,»,(K) tal que A+ AT = 2I,,. Mostre que:

(a) Se 2 é valor proprio de A, entdo A néo é invertivel.

(b) Se X é vector préprio de A associado ao valor préprio a, entdo X é vector préprio de AT associado

ao valor proprio 2 — .
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Uma resolugdo

Escolha Multipla

1. | 2. | 3. | 4. | 5.
VerssoA | C| C| A |D|D
VerssoB| C | C| A | D| A
VerssoC | C | D | D | D | A
VerssoD | C| C | C | B | B
(a) Tem-se
2 _ 2 _ o 1-0]_To
fa?+1) = f(z +095+1)_[2X1 : }_{2 }
. 1 0 11 101 11
ol P A PR R R R |
_ — 2 _ 0 0—(—-1) 0 1
-z = fO+(Darn=] 0 7=
_ 41 0 B 101 1 11
o R R R e B |
O "
1

Assim, M(f;B,B’) =

(b) Por definigao, Nuc f = {a2$2 +arz +ag € Rofz] : flagx?® + a1z +ag) = { g

0
2a()

donde Nuc f = {az? + ax : a € R} = {a(2? + z)

-1 -1 0
-1 -1 =2
1 1 1
1 1 1

ag — a1 =0
H@» 2a0 = 0

az —ai

-0 ~{

ap =0

nao nulo, (22 + ) é uma base de Nuc f.

a9 = a1

a0:07

: a € R} = (22 4+ z). Tendo em conta que 2% + x é

(¢) Sabemos que dimRy[z] = dim Nuc f + dimIm f. Pela alinea anterior tem-se dim Nuc f = 1, donde

Por outro lado, dim Myx2(R) = 2 x 2 =4 # dimIm f, concluindo-se que f nao é sobrejectiva.

dimIm f = dimRy[z] —dimNuc f =3 -1 = 2.
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ii—iv

7.

(a) O polinémio caracteristico de A é

|A — £L'I;3| =

3—x 2 -1

0 2—x 0

Assim os valores proprios de A, sendo os zeros reais do polinémio caracteristico, sdo:

2 com multiplicidade algébrica igual a 2 e

3 com multiplicidade algébrica igual a 1.

(b) Subespago préprio associado ao valor préprio 2:

o

Célculo auxiliar:

1
[A — 2[3|0] =/ 0
0
1
1| o
0
Logo,
M,
1 0
Dadoque | o | # | o
1 0

geradora de Ms, conclui-se que <{ 0

S ngl(R) A

} entao a sequéncia ([

a
b | =2
C

1

1

Subespago préprio associado ao valor préprio 3:

o

Célculo auxiliar:

o O o ©o o o

€ ngl(R) : A|:

=t}

0 0
0 | &3+41] 0
0 0

1
0
1

]

-1
0
—1

0 o=
0 b1 — lo
0

£3+

) é uma base deste subespaco.

{

—_

0
0 1 +(—2)22
0

4

0
0

1
0

1
0
0

0

0

0
0

1
0

0
1
0

0
0
0

-1
0
—1

0 —
0
0

} (fer.)

} ) ¢é linearmente independente e como também é
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Logo,
a a
Ms = b | EMzx1(R):b=0Ac=0, = 0|:a€eR
c 0
1 1
al o |:beR) = 0 .
0 0
1 0 1
Dado que | o ] # { 0 } entao a sequéncia [ 0 } ¢ linearmente independente e como também é
0 0 0

1
geradora de M3, conclui-se que <{ 0 1 ) é uma base deste subespago.
0

(c) A € M3zx3(R) é diagonalizavel se, e 86 se, mg(2)+mg(3) = 3 (ordem de A). Oramg(2) = dim My =1
e mg(3) = dim M5 = 1. Entao mg(2) + mg(3) = 2 # 3 e portanto A nao é diagonalizdvel.

8. (a) Consideremos o esquema seguinte:

b.C.RS R3 # R3 b.C.RS
idRST lidkg
B R3 AN R3 B

Sendo A = M(f;b.c.gs,b.c.gs) e P = M(idgs; B,b.c.gs), tem-se M(f;B,B) = P~LAP.

Tem-se

Calculemos P~ 1 :

2 3 -2 0 Il 1 -1 1 0 1 Iyl -1 1 0 0
-1 -1 1 0 3 =2 1 0 — 1 0 1 2 0
0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
-1 -1 0] 0 1 -1 -1 0 0o 1 3 -1 10 0] -1 -3 1
ll—lg ll+l2 _ll
0 1 0 1 2 0 0 1 0 1 2 0 — ] 0 1 0 1 2 0| .
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1
-1 -3 1
Entao P~! = M(idgs; b.c.gs, B) = 1 2 0
0 0 1
Finalmente,
[ —1 3 1 4 6 8 2 3 -2
M(f;B,B) = 1 2 0 -1 -1 —4 -1 -1 1
| o 0 1 0 0 -3 0 0 1
[ -1 -3 1 2 3 -2
= 2 4 0 -1 -1 1
L 0 3 0 0 1
[1 o0 0
= 0 2 0
Lo o -3

(b) Como a matriz da aplicagao f, relativamente a base B, é uma matriz diagonal, podemos concluir que
B ¢é uma base de R? formada por vectores préprios de f. Conclui-se também que o vector (2, —1,0)
é um vector préprio associado ao valor préprio 1, (3, —1,0) é um vector préprio associado ao valor

préprio 2 e (—2,1,1) é um vector préprio associado ao valor préprio —3.
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9. (a) Se 2 é valor préprio de A, entdo 2 é raiz do polindmio caracteristico de A, isto ¢, |A — 2I5| = 0. Por

hipStese sabemos que A — 213 = —AT, donde
|-AT|=0= (-1)"|AT|=0=|AT| =0=|A| =0,

concluindo-se que A nao ¢é invertivel.

(b) Sendo X um vector préprio de A associado ao valor préprio «, tem-se AX = aX. Considerando a

hipdtese e o facto de A ser de tipo n x n e X de tipo n x 1, vem:

A+ AT =2I; = (A+AT)X=20X
— AX+ATX=2X
= aX+A'X =2X
— ATX=2X-aX
= A'X=(2-a)X.

Conclui-se assim que X é um vector préprio de AT associado ao valor préprio 2 — a.



