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PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

Grelha de Respostas
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AR Rl

Atencao

Os primeiros 5 grupos desta prova sao de escolha miiltipla. Em cada um destes 5 grupos apenas uma das afirmacgoes
é falsa. Determine-a e assinale-a com um X na grelha de respostas. A grelha de respostas da escolha miiltipla sera

recolhida ao fim de uma hora de prova.

- Cotagado: A cotagao total desta prova é de 20 valores. Para cada um dos grupos de escolha multipla a cotagao
atribuida é a seguinte:
e Se ndo responder ou assinalar com um X mais do que uma opgdo: 0 valores;
® Se responder correctamente: +1,8 valores;

® Se responder erradamente: —0,6 valores.

A classificagdo da parte de escolha multipla (Grupos 1 a 5) é dada por | max{0, M} |, onde M designa a soma das

classificagbes obtidas nos 5 grupos de escolha miiltipla.

- Duragao: 1 hora e 30 minutos (+ 30 minutos de tolerancia).

1. Considere as bases By = ((1, 1,0), (0,0, —1), (0, 1,0)), By = ((—1,07 —1),(0,-1,0), (0,0, 1)) e
Bs = ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) do espago vectorial real R®. Sejam f: R® — R3 e g : R® — R? aplicacdes

lineares tais que

2 0 -1 -1 -1
M(f;Bi1,Bs)=13 0 3 e M(g;Bs,B2) = 0o 0 0
0 -1 0 -1 -1 -1

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

f é bijectiva.

—1 0 0 1 0
[B] M(g:B1,Bs)=| 0 -1 0 |[M(g:B5,8)| 1
—1 0 1 0 -1 0
-2 =2 =2
M(go f;B1,B2)=| -6 —6 —6
0 0 0

D] £(1,2,3) = (2,6,3).

{Continua no verso desta folha}
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2. Sejam E e E’ espagos vectoriais reais de dimensao finita e f : E — E’ aplicagao linear.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Se (e1,...,e,) é base de E e f é injectiva entdo dim(Im f) < n.
Se dim E < dim E’ entao f nao é sobrejectiva.
Se dim E = dim E’ e f é sobrejectiva entao f é bijectiva.
@ Se dim E/ > dim E’ entao f nao é injectiva.
3. Considere os espacos vectoriais reais R? e R* e seja f : R? — R* a aplicacio linear tal que
fla,b,e)=(a+b+c, 26+¢, a—0b, 2a+ c),
para todo (a,b,c) € R3.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Im f = ((1,0,1,2),(1,2,~1,0),(1,1,0,1)).
((=1,-1,2)) é uma base de Nuc f.

Im f = ((1,0,1,2), (0,1, -1, 1), (1,~1,0,0)).
(D] tm f = ((1,0,1,2), (0,1, -1, -1)).

4. No espaco vectorial real R? considere os vectores

up = (1,0,1), wuz=1(0,2,-1), u3=1(0,1,0) e wug=(1,2,0).

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

A sequéncia de vectores (u1,us, us) é linearmente independente.

(OaSaO) € <U/1,U2,’U,4>.
dim (uq, ug, uyg) = 2.
@ RB == <U17U2,U3>.

5. No espaco vectorial real R? considere o subespaco vectorial
G={(a,b,c) ER*: a=c}
e para cada a € R considere o conjunto

Fo={(a,b,c) eR’: a+b=a}.

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

dim G = 2.

F é subespaco vectorial de R3.
Fy é subespaco vectorial de R3.

D] ¢ =((1,0,1),(0,1,0)).
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Sé serdo consideradas as respostas devidamente justificadas. Na resolu¢do, mude de folha sempre que mudar de grupo.
[Cotacio]

6. Considere no espaco vectorial real R* os subespacos vectoriais
F={(a,bc,d €R": a+20—d=0 A a+2b+c—4d=0 A a+2b—c+2d=0},
G = <(1,0,3, 1), (-2, 1,0,0)> e H= <(—1,072, 1), (0,1,170)>.

[2.0] (a) Determine uma base de G + H e indique dim G N H.

[1.5] (b) Determine uma base de F' e indique dim F'.

Mude de Folha

7. Considere a matriz

2 0 0
A=10 2 1| € Mss(R).
0 -1 4
0
[1.0] (a) Sem calcular os valores e vectores préprios de A, averigie se | 2 | é vector préprio de A.
2
[1.5] (b) Determine os valores proprios de A e indique as respectivas multiplicidades algébricas.
[1.5] (¢) Determine uma base de cada um dos subespagos préprios de A. Indique a multiplicidade geométrica
de cada valor préprio.
[1.0] (d) Indique, justificando, se A é diagonalizédvel.

Mude de Folha

8. Sejam A € M, xn(R), com n > 1, e X valor préprio de A. Prove que:

[L.0] (a) (A —Al,)adji(A — A,) = Opn.

[1.5] (b) Todo o vector coluna, nao nulo, da matriz adj(A — AI,,) é um vector préprio de A. Qual o valor

préprio que lhe corresponde?
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Uma resolugdo com notas explicativas

=
o

Dado que G = ((1,0,3,1),(-2,1,0,0)) e H = {(—1,0,2,1),(0,1,1,0)) sabemos que
G + H = <(17 07 33 1)7 (_27 ]-a Oa O), (_13 Oa 27 1)7 (07 ]-a 1; O)> .

Determinemos uma sequéncia geradora, linearmente independente, de G + H.

Célculo auxiliar:

1 0 3 1 1 0 3 1 1 0 3 1 1 0 3 1
-2 1 0 0|—»10 1 6 2 |— [0 1 6 .10 1 6 2
l123i2ll11 la + (71)[2 la + 13 (f.e.).
-1 0 2 1 0 0 5 2 0 0 5 0 0 5 2
0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 -5 =2 0 0 0 O
Temos

G+ H = {(1,0,3,1),(0,1,6,2),(0,0,5,2) )

e, como as linhas nao nulas de uma matriz em forma de escada sao linearmente independentes,
concluimos que

5= ((1,0,3,1),(0,1,6,2),(0,0,5,2))

é uma sequéncia linearmente independente. Como S gera G + H e é linearmente independente,

constitui uma base de G + H.

Como dim(G + H) = 3, para determinar dim(G N H) basta calcular primeiro dim G e dim H pois
dim(G + H) = dim G + dim H — dim(G N H). (1)

Notemos que ((1,073, 1), (-2, 1,070)) é uma base de G pois gera G e é linearmente independente

((1,0,3,1) + B(—2,1,0,0) = (0,0,0,0) = a = 8 = 0), logo dim G = 2.

Analogamente, ((717 0,2,1),(0,1,1, 0)) é uma base de H pois gera H e é linearmente independente

(a(-1,0,2,1) + p(0,1,1,0) = (0,0,0,0) = o = 5 = 0), logo dim H = 2.

Atendendo a (1), concluimos que dim(G N H) = 1.

Comecemos por determinar uma sequéncia de vectores geradora de

F={(a,bc,d) eR*: a+20—d=0 A a+2b+c—4d=0 A a+2b—c+2d=0

Sistema AX = 0, nas incégnitas a,b,c,d, a resolver.

Célculo auxiliar:

1 2 0 —1]0 1 2 0 —1]0 1 2 0 —110
[A0)=1]1 2 1 —4]0 2790 0 1 =3[0 |l+k| 0 0 1 =30 (fer.).
1 2 -1 2/0 00 -1 3]0 000 0|0
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Temos, entao,
F={(abecdeR: a=—-2b+d A c=3d} = {(~2b+d,b,3d,d) : bdeR}
= {(=26,6,0,0) + (d,0,3d,d) : b,d € R} = {b(~2,1,0,0) + d(1,0,3,1) : b,d € R}
- <(72,1,0,0), (1,0,3, 1)>.

A sequéncia ((—27 1,0,0),(1,0,3, 1)) é uma base de I’ pois gera F' e ¢é linearmente independente
(a(—2,1,0,0) + 3(1,0,3,1) = (0,0,0,0) = o = 8 = 0), logo dim F = 2.

7. (a) Dado que A € M3y3(R), sabemos que uma matriz coluna X, nao nula, de M3y (R) é vector préprio

de A, associado ao valor préprio A, se AX = AX. Como

0 0 2 0 O 0 0 0
2 | e M3 i(R)\{0sx1} ¢ Al 2|=]0 2 1 2 |=16|=3]|2],
2 2 0 -1 4 2 6 2
0
concluimos que | 2 | é vector préprio de A associado ao valor préprio 3.
2

(b) O polindmio caracteristico de A é
2—-A 0 0

JA=AIz|=| 0 2-x 1 |=(@=-XN(=1"
—1 4-2)

=2-N[C2-NA-N+1=2-NAN=61+9)=(2-N(\—-3)~

Os valores préprios de A, sendo os zeros reais do polinémio caracteristico, sdo: 2 e 3, com ma(2) = 1
e ma(3) = 2.

(¢) Se a é um valor préprio de A sabemos que o subespago préprio de A associado ao valor a, M, é:
M, = {X S ngl(R)  AX = OLX} = {X € ngl(R) : (A - OzI:;)X = 0}

e Seja Mo o subespacgo proprio de A associado ao valor préprio 2. Tem-se:

MQ:HZ € Msa (R) (A—213)[:1:{81}.

c 0

Célculo auxiliar:

0o o0 o]o o -1 2o o1 —2]o0 0o 1 0]o
e
(A=2I510)=1] 0 o 1]0 |he=ts|l 0 o0 1|0 |(=Dh| 0 0o 1|0 |h+2| 0o o 1|0 |(fer.)
0 -1 20 0o 0 0o 00 oo 00 o0fo

Logo,

Concluimos entao que a sequéncia <{ 0 }) ¢ uma base de Ms pois gera My e é linearmente

0
1 0
independente (| o | # | o |). Tem-se, entdo, que mg(2) = dim M, = 1.
0 0
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e Seja M3 o subespago préprio de A associado ao valor préprio 3. Tem-se:

a a 0
M3:{|: b €M3X1(R)Z (A—?)Ig)[ b:| :|: ‘|}
Célculo auxiliar:

-1 0 o]o 1 0 0
(A —3I5]0) = o —1 1]o0o |5 o -1 1
0

(e}

I3+ (=1)l2

Logo,

0

Concluimos entao que a sequéncia <{ 1 }) é uma base de Mjs pois gera M3 e é linearmente

1

independente ( ). Tem-se, entao, que mg(3) = dim M3 = 1.

0 0
1]7&{0
1 0

(d) Uma condigao necessdria e suficiente para que a matriz A seja diagonalizavel, é que a soma das

multiplicidades geométricas dos seus valores préprios iguale a ordem da matriz A. Pela alinea

anterior, temos mg(2) + mg(3) =2 # 3 = ordem de A, logo A nao é diagonalizavel.

Sabemos que
(A=A, adj(A — A,) = |A = A,| 1.

Como, por hipdtese, A é um valor préprio de A, temos
|[A—= AL, =0

e, portanto,
(A — AIn) adJ(A — )\In) = OIn - OnXTL'

Da igualdade (A - AI") ad.] (A - AI’n) - On><n resulta que
Aadj(A — \,) — My adj(A — M,) = 0nxn

ou, equivalentemente,
Aadj(A — M) = Nadj(A — A\L,).

Representemos por X;, i =1,...,n, a i-ésima coluna de adj(A — \I,;). Da igualdade
AXy |- | Xn] = A[X |- | X

concluimos que
AX, =)2X4,...,AX, = \X,,

e, portanto, cada vector coluna nao nulo de adj(A — AI,,) é um vector préprio de A associado ao

valor proprio .



