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Resolucao do Exame de Epoca Normal de 2008/09

1 0 0
Temos 1= | 0 1 0 | e By =
2 0 1

1 0 0
0 3 0.
0 0 1

Podemos considerar as transformacoes 17 = I3 — 2l; e Th = %lg.

2 B 0 1
2 8 0
4 3 —1 2 L;PL _1\3+4 _ LiPL _ _ _1\2+3 2 ﬂ _
Temos | | o 5| & B(—1) :12 g L B(=1)(-1) Ty o | = —BA+20).

-2 2 0 -1

Sabemos que uma matriz B é invertivel se, e s6 se, o seu determinante é diferente de zero. Assim, atendendo a
alinea anterior, B é invertivel se, e s6 se, —(3(4 + 2(3) # 0, ou seja se, e s6 se, § € R\{-2,0}.

Temos
1 1 2 2 1 1
Alo| =30, A|l3|=-1|3 e Al —2 | =-1| -2 |.
0 0 0 0 1 1
1 2 1
Logo, as matrizes nao nulas [ 01,3 ]|el| —2 ] sdo vectores proprios de A cujos valores préprios correspon-
0 0 1

dentes sdo 3, —1 e —1. Podemos concluir que A tem pelo menos dois valores préprios e como A tem ordem 3 tera
no maximo 3.
2 1
3 ] e | -2 ] sao linearmente independentes. De facto, para
0

1
Observemos que os vectores proprios [ 0 ],
1

0

quaisquer «, 3,v € R, se

1 2 1 0
al o |+8]3|+~] —2]|=]0
0 0 1 0
a+20+v=0
entao 30—2v=0 = « = =~ = 0. Assim, pelo critério de independéncia linear, concluimos que os
7=0

vectores sao linearmente independentes.
Como a matriz A, de ordem 3, tem 3 vectores linearmente independentes podemos concluir que A é diagonalizavel.

-1 0 O
Sendo A uma matriz diagonalizavel, entdao A é semelhante a uma matriz diagonal da forma D = 0o 3 o0 |,
0 0 -1
2 1 1
sendo uma matriz diagonalizante a matriz P = | 3 0 -2 ] onde cada coluna apresenta um vector préprio
0 0 1

associado ao valor préprio na coluna de D correspondente. Assim, tem-se P~'AP = D.

Ora A[—(A—2I,)] = —[A(A-2I,)] = —(A? —2A) = —(—1,) = I,,, logo A é invertivel. Também, —A(A —2I,) =
—(A? - 24) = —(-1,) = I,, donde A — 2I,, é invertivel.

Seja  um valor préprio de A e consideremos o polinémio p(z) = z? — 2z + 1. Sabemos que entdo p(a) é valor
préprio de p(A), ou seja, a® — 2« + 1 é valor préprio da matriz A% — 24 + I,,. Mas, como A% — 2A = —I,, entdo
A2 —2A+ 1, = 0,. Ora, a matriz nula tem um tinico valor préprio que é o 0. Sendo o —2a + 1 um valor préprio
de A2 —2A+ 1, =0, entdo o> —2a+1=0.



(c) Suponhamos que A é diagonalizdvel e seja o um valor préprio de A. Pela alinea anterior, a? —2a+1 =0 <
(a—1)?%2=0 & a=1.
Portanto, A tem um unico valor préprio que é o 1 e A é semelhante a uma matriz diagonal que tem na diagonal
o valor 1, isto é, A é semelhante & matriz identidade. Por outras palavras, existe uma matriz invertivel P tal que
P~ 'AP =1,. Logo, A= PP~! = I, como queriamos demonstrar.



