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PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

Grelha de Respostas

Nome: A B C D

HEEEN

Numero de caderno:

SN NI RCU NN

.

Atencao

Os primeiros 5 grupos desta prova sdo de escolha miiltipla. Em cada um destes 5 grupos apenas uma das afirmacgdes

é falsa. Determine-a e assinale-a com um X na grelha de respostas. A grelha de respostas da escolha multipla sera

recolhida ao fim de uma hora de prova.

Cotacao: A cotacao total desta prova é de 20 valores. Para cada um dos grupos de escolha muiltipla a cotagao

atribuida é a seguinte:
e Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
® Se responder correctamente: +1,5 valores;

e Se responder erradamente: —0,5 valores.

A classificagdo da parte de escolha miiltipla (Grupos 1 a 5) é dada por | ma M} |, onde M designa a soma das
classificagbes obtidas nos 5 grupos de escolha multipla.

Duracao: 1 hora e 30 minutos (+ 30 minutos de tolerancia).

Considere as matrizes

3 1 -2 3 3
1 3 5
A=| —2 -1 2 Gngg(R), B = 5 1 0 €M2X3(R) e C=|1 2| € Msx(R).
-1 0 1 0 1

Apenas uma das seguintes afirmagoes é¢ FALSA. Indique qual é.

E possivel efectuar BA + CT e a matriz obtida é do tipo 2 x 3.
[B| B(CB+ A) = BCB + BA = B(BC + A).

1 1 0
A éinvertivele A=t = | 0 —1 2
1 1 1

@ A+ AT é uma matriz simétrica.

(Continua no verso desta folha}
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2. Considere as matrizes, equivalentes por linhas,

—a —b 2 —a —-b
A= 4 0o 20|, A=|0 a 20 | € Msx3(R)
2¢ —a®* 2 0 0 24ab

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

1 0 0 1 -2 0 1 0 0

A# 1o L o 0 1 0 o 1 o |A
0 0 1 0 o0 1 —a 0

Se a # 0, A’ estd em forma de escada.

Se a=0eb=#0 amatriz A é invertivel.
1 0 0 1 0 0 1 0 0

@ A=]0 1 o -2 1 0 o 1 o |A
0 0 1 0 0 1 —a 0 1
1 0 -1 1

3.SjaA=|1 1 0 1 |¢€Msxs(R).

a 1 -1 2

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Seaz?,r(A)zZ
Sea:l,r(A):S.

1
Se a = —3, a matriz { 0 1 0 1 1 é a matriz em forma de escada reduzida, equivalente por

linhas, a matriz A.
1 0 -1 1

DI ERE

00 1 -1
linhas & matriz A.

é, para qualquer valor de o, uma matriz em forma de escada, equivalente por

4. Para cada a € R e b € R, considere o sistema de equacgoes lineares, nas incégnitas x, y, z, sobre R,
r+ay+bz=1
ab—1)y=a
r+ay+z=>5°

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

Se a #0éb+#1 o sistema é um sistema de Cramer.
Se a =0 e b=1 entdo a caracteristica das matrizes simples e ampliada do sistema sao iguais a 1 e,

portanto, o sistema é possivel, indeterminado com grau de indeterminagao 2.
Paraa=2eb=2, (5,1,—3) é solucdo do sistema.

@ Se a # 0 e b= 1 o sistema é possivel, indeterminado com grau de indeterminacdo 1.
5. Sejam A, B,C € Mj5x5(R).
Considere que det A =3, det B=0e detC = %

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

det(AC) = det I.
AB é invertivel.
det(3C) = 34,

[D] det(A43C2) = det A.
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i | S6 serdo consideradas as respostas devidamente justificadas. Na resolucdo, mude de folha sempre que mudar de grupo.
otagdo

6. Considere a matriz

3 -2 0
A=10 2 -2 | eM;siR)
3 -2 -1
[1.5] (a) Indique a matriz em forma de escada reduzida, equivalente por linhas & matriz A.
[1.0] (b) Justifique, por dois processos distintos, que a matriz A é invertivel.
[1.0] (¢) Determine Ay e (adj A)3; e indique a matriz A adj A.

Mude de Folha

x
7. Considere a matriz X = | y | € Msx1(R), e para cada k € R, a matriz
1-k 0 0
By, = 3 5—k 4 Gngg(R).
7 5 14—k
[1.5] (a) Determine, justificando, para que valores de k a matriz By é invertivel.
[1.0] (b) Para k =9, indique r(By). Utilize o resultado obtido para verificar se, para este valor de k, o sistema

B X = 0 tem uma unica solugdo. Justifique.
[1.5] (¢) Para k = 0, verifique que (0,—4,5) é solugdo do sistema BiX = 0, indicando mais duas solugoes

deste sistema, distintas da dada.

Mude de Folha

8. Considere o sistema de equagoes lineares, nas incégnitas x, y, z, sobre R,

r—2y+z=1

2z —y=0

—y—z=-1
[1.5] (a) Justifique que o sistema dado é um sistema de Cramer e resolva-o utilizando a regra de Cramer.
[0.5] (b) Sendo A a matriz simples do sistema dado e B a matriz dos termos independentes indique, sem

calcular A™', a matriz A~'B.

Mude de Folha

9. Seja A € M, x»(K) com n > 2. Prove que:

[1.0] (a) (adjA)T =adj(AT).
[1.0] (b) Se A é simétrica entdo adj A é simétrica.
[1.0] (c) Pode ter-se adj A simétrica e A nao ser simétrica.

Sugestao: Considere A € Mjx3(K) com apenas uma entrada nido nula numa posigéo (i,5), com

i # j.
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Uma resolugdo com notas explicativas

b
g o a

5. B

6. (a)

Efectuando transformacoes elementares nas linhas da matriz A obtemos:

3 -2 0 3 -2 0
0 2 —2|l-uL [0 2 -2 (fe.)
3 -2 -1 0 -1
s =2 0 -2 0 300 100
B2 l0 1 -1 |kl |0 1 0| h+2 |0 1 0|tu [0 1 0] (fer)
0 0 1 0 0 00 1 00 1

Assim, a matriz em forma de escada reduzida, equivalente por linhas & matriz A é I3.
Vimos na alinea anterior que r(A) = 3. Como A é uma matriz quadrada de ordem 3, entdo A é
invertivel.

Por outro lado, vimos também, na alinea anterior, que a matriz I3 é a matriz em forma de escada

reduzida, equivalente por linhas & matriz A, o que nos permite, também, concluir que A é invertivel.

Outra justificagao alternativa

Uma matriz é invertivel se o seu determinante é ndo nulo. Calculando o determinante da matriz A

obtemos:
o2 0 2 -2 0 -2
detA=|0 2 _2 Ll‘;"l' (—1)1+1 ) _1 +(=2)(=1)1+2 X _1 = —18+412 = —6 # 0, logo
1 — — —
3 -2 -1
A é invertivel.
—~ 3 -2
Sabemos que Agz = (—1)2F3 det A(2|3) = (1) s o | 0.
: 1 143 0 2
Por outro lado (adj A)3; = A13 = (—=1)'° det A(1]3) =1 5 | = —6.
Assim, temos 121\23 =0e (adjA)s = —6.
Temos Aadj A = (det A)I3, portanto, como na alinea anterior vimos que det A = —6, podemos
afirmar que
-6 0 0
AadjA = 0 -6 0
0 0 -6

Uma matriz é invertivel se o seu determinante for ndo nulo. Calculemos o determinante da matriz
By:
1-k 0
3 5-k 4 ="(1—k)(—1)t*t
7 5 4—k

o

5—k 4
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=(1-Fk)((5-k)4—k)—20)=(1—k)(20 — 4k — 5k + k? — 20)
=(1-Fk)(k*—-9k)=(1—k)k(k—9).

Assim, det B, =0 se, es6se, (1 —k)k(k—9)=0istoések=1ouk=0o0uk=09.
Podemos entao afirmar que By é invertivel se

keR\{-1,0,9}.

Para k = 9, como vimos na alfnea anterior, det By = 0, logo r(By) < 3. A caracteristica de By é
dada pelo ntimero de linhas nao nulas da matriz em forma de escada equivalente por linhas & matriz

By.

Célculo auxiliar:

-8 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
By=1 3 —4 4 |-tu|3 —4 4 |23 0 -4 4 |[ls+3|0 -4 4| (fe).
7 5 5 7 5 —b 0 5 -5 0 0 0

Logo a caracteristica de Bg é 2.

Como o ntmero de incoégnitas do sistema By X = 0 é 3, o sistema considerado ¢ indeterminado nao

tendo, por isso, uma tinica solugao.

1 0 0
Para k=0 a matriz By, é amatriz Bp=| 3 5 4
7 5 4
(0,—4,5) é solugao do sistema ByX = 0 se, e sé se,
0
Bol| —4 =
5
Dado que
1 0 O 0 0
3 5 4 -4 | =101,
7 5 4 5 0

concluimos que (0, —4,5) é solugdo do sistema.

Para encontrar as outras solucoes pedidas, resolvamos o sistema utilizando a sua matriz ampliada:

Célculo auxiliar:

1 0 00 1 0 00 1 0 0 1 0 O
[A0]=1]3 5 4|0 |23 0 5 4[0 [b-L| 0 5 4 o 1 4]0 | (fer.).
7 5 4]0 0 5 4]0 0 0 O 0 0 O
O sistema dado é equivalente ao sistema
{m—O
PO
y+gZ—0

desta forma o conjunto das solugoes do sistema é
C.S. = {(0, %Oé?,,ag) tag € R}
Para cada valor de a3 obtemos solugoes distintas do sistema. Deste modo duas novas solugoes, para

além da dada, sdo, por exemplo, (0,0,0) (para az =0) e (0,8,10) (para ag = 10).
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8.

(a)

O sistema é um sistema de Cramer se a matriz simples do sistema for quadrada e invertivel.

A matriz simples do sistema dado é

1 -2 1
A=|2 -1 0
0 -1 -1

Uma vez que esta matriz é quadrada, calculemos o seu determinante para averiguar se tal matriz é

invertivel:
1 -2 1 1 5
Lapl. 243 3+3 - _ _
2 -1 0 = (—1)(—1 + (—1)(—1 =-2-3=-5+#0,
A e PAPY R (e PR #

logo A é invertivel. Podemos entao afirmar que o sistema dado é um sistema de Cramer.

Pela Regra de Cramer a solugdo (a1, e, as) do sistema é dada por

1 -2 1
0o -1 0
1 -2
-1 -1 -1 . s : :
1 = — g4 Comoas colunas 1 e3damatriz| o -1 o | sd@oiguais,oseudeterminante
-1 -1 -1
/ : __0 _
¢ zero. Assim, oy = g5 = 0.
101 1
2 0 0
11 1
-1 -1 . - . . .
Qg = ——=—7—, como as colunas 2 e 3 da matriz | 2 o 0 sao iguais, o seu determinante
0 -1 -1
7 . _ O _
é zero. Assim, g = 555 = 0.
1 -2 1
2 -1 0
1 1 1 1 1 det A
_ - - . ’ . _ et _
O3 = —QqgA > como amatriz | 2 0 0 é a matriz A, temos ag = dotd = 1.
0 -1 -1

Desta forma temos que a solucao do sistema é (0,0, 1).

Considerando AX = B, a forma matricial do sistema dado, temos:

AX =B <&

AN AX)=A"'B&
(A7'A)X =A"'B&
I;X=A"'B&

X =A"'B.

0
Como (0,0,1) é a tunica solugao do sistema entdao X = { 0
1

e, por conseguinte,

0
A'B=1| o

Sabemos que duas matrizes sao iguais se sao do mesmo tipo e os elementos homdlogos sao iguais.
Dado que A é uma matriz quadrada de ordem n conclui-se de forma imediata que (adj A) " e adj(A ")

sao também quadradas de ordem n.

Resta entao provar que os elementos homoélogos destas matrizes sao iguais. Temos:
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((adj A)T)s; = (adj A)j; = Ay

Observemos que det A(i|j) = det AT (j]i) e que, portanto, Eij = (//ﬁ)jl

Assim,

—~

((adjA) ")y = Aij = (AT);i = (adj(AT))s
o que nos permite concluir a igualdade pretendida.

Uma matriz M é simétrica se M = M T. Seja A uma matriz simétrica, queremos provar que adj A é
simétrica, isto é, que (adj A) " = adj A.

Pela alinea anterior temos (adj A)T = adj(A") mas, como A é simétrica, AT = A, entdo
(adj A)T = adj(AT) = adj A.

Logo adj A é simétrica.

Consideremos, como sugerido, uma matriz A quadrada de ordem 3 com todos os elementos nulos,

exceptuando um que nao pertence a diagonal principal (i # j). Por exemplo tomemos

0 3 0
A=1]10 0 0
0 0 0
0 0 0
Como podemos observar facilmente, A nio é simétrica pois AT = | 3 0o 0o | # A, no entanto como
0 0 0

a matriz A(i|j) tem sempre uma linha nula para ¢, j € {1, 2,3}, podemos afirmar que
A\’Lj :07 7’7] S {17273}7

e, consequentemente, a matriz adj A é a matriz nula que é uma matriz simétrica.



