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Atencao

Os primeiros 5 grupos desta prova sao de escolha multipla. Em cada um destes 5 grupos apenas uma das afirmacoes
é falsa. Determine-a e assinale-a com um X na grelha de respostas. A grelha de respostas da escolha miiltipla sera

recolhida ao fim de uma hora de prova.

- Cotagado: A cotacao total desta prova é de 20 valores. Para cada um dos grupos de escolha multipla a cotacgao

atribuida é a seguinte:

® Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
® Se responder correctamente: +1,8 valores;

® Se responder erradamente: —0,6 valores.

A classificagdo da parte de escolha multipla (Grupos 1 a 5) é dada por | max{0, M} |, onde M designa a soma das

classificagdes obtidas nos 5 grupos de escolha miiltipla.

- Duragdo: 1 hora e 30 minutos (+ 30 minutos de tolerancia).

1. Considere as matrizes

10 1

11 -1 0 2 01 0 1
P=]10 -3 1 4|eEMs(R) e Q=10 1 -1 1 | € Msxa(R).

01 21 -3 01 11

10 1 1

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

PQ € M3x4(R) e a entrada (3,4) de PQ ¢é igual a 1.
PQ € M3+4(R) e a entrada (2,3) de PQ é igual a 9.
(PQ)" € Myy3(R) e a entrada (2,3) de (PQ)" é igual a 4.
@ Q'PT € Myx3(R) e a entrada (2,3) de QT P é igual a 3.

[Continua no verso desta folha]




Departamento de Matemdtica FCT-UNL ALGA E 2008/09 — 1° Teste 2-3

2. Para cada o € R e § € R, considere o sistema de equacoes lineares, nas incégnitas x, y, z, sobre R,

r+z=2
r+(a+1)y+22=3
z+(a+ly+pz=a+3

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Se §# 2 e a# —1 entdo o sistema é possivel e determinado.
Se =2 e a# 0 entdo o sistema é impossivel.
Se f =2 e a =0 entdo o conjunto das solugdes do sistema é {(2— A, 1 — X, 0) : X € R}.
@ Se a« = —1 entao o sistema s é possivel para = 1 e, nesse caso, é indeterminado com grau de
indeterminagao 1.
3. Sejam A € Myxn(R) e P,Q € Myxm(R).

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Se P e @ sao invertiveis entao P e () sao equivalentes por linhas.
E Se P é invertivel entao r(PA) =r(A).
Se P e (Q comutam o mesmo sucede a PT e Q.

@ Existe P simétrica e invertivel tal que P~! nfo é simétrica.

4. Seja Q € Msyy2(R) e considere as matrizes @1, Q2, Q3 € Maxa2(R) tais que

Q -3l Q1 l1+4l2 Q2 l1l2 Q3.

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

Se @ é invertivel entao Q3 pode nao ser invertivel.

SngzlgentéoQéinvertl'veleQ_lz{O 1]{1 4}[_3 O}

1 0 0 1
SngzbentéoQ:{_

3|

w2 1][2 ][ 2

0O(l0 1 0 1

o wim
—

5. Considere as matrizes

10 2 1 11 3 10 2 1
P=]0o112(,Q=]0 11 2|, H=]0 0 1 2| € Msx(R).
00 00 00 0 0 00 0 0

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

r(P) =1(Q) = r(H).
P e @ sao equivalentes por linhas.
Q@ e H sao equivalentes por linhas.

@ P estd em forma de escada reduzida.
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[Cotacio]

[0.5]
[0.5]

[0.5]

[2.0]

[2.0]

[1.5]

[2.0]

[2.0]

Sé serdo consideradas as respostas devidamente justificadas. Na resolu¢do, mude de folha sempre que mudar de grupo.

6. Seja A € M3x9(R). Determine as matrizes elementares que, multiplicadas & esquerda por A, produzem

em A cada uma das seguintes transformagoes:

(a) Troca da primeira linha com a terceira linha.
(b) Multiplicagao da primeira linha por 6.

(¢) Adigao de i da segunda linha & terceira linha.

Mude de Folha

7. Considere a matriz

S M3X3(R).

b

I
N O =
o = O
W =

(a) Justifique que A é invertivel e determine A~1.

(b) Determine 3 matrizes elementares Ey, Fa, E3 tais que
A7l = E3E5Ey.
(¢) Determine 3 matrizes elementares G, Ga2, G3 tais que

A = G3G2Gh.

Mude de Folha

8. Determine o conjunto dos valores de « e o conjunto dos valores de 3, com «, 3 € R, para os quais a matriz

1 2 1
1 a+3 2 € M3X3(R)
2 4 I6]

é invertivel.

Mude de Folha

9. Sejam A € M, xn(R) e B € M,,p(R). Prove que (AB)" = BTAT.






CIENCIAS E TECNOLOGIA .
UNIVERSIDADE NOVA DE LISBOA Primeiro Teste — 14 de Novembro de 2008

Departamento de Matematica

ct FACULDADE DE Algebra Linear e Geometria Analitica E

Uma resolugdo com notas explicativas

A

. C

. Como sabemos, se A € M3x9(R) e A — B, sendo T uma transformacao elementar sobre as linhas de
A, entdo B = FA, onde E € M3y3(R) é a matriz elementar, sobre linhas, associada & transformagao

elementar T, isto é, I3 - E. Assim:

[0 0 1 0 0 1
(a) E=1 o o | (pois Is 5= 0 1 0 |)
1 0 1.0 0
6 0 0 6 0
(b) E=]0 1 o (poisly——1]0 1 0 |)
0 1 0 0 1
0 0 10 0
(¢c) E=|0 1 o] (poisIs Terln [0 10 )
o + 1 ot 1
(a) Como
1 1 0 1
A=1]0 1 1 |l+2L| 0 1 1 (f.e.)
2 0 0 1

concluimos que r(A) =3 = ordem de A. Logo A é uma matriz invertivel.

Abreviadamente, vamos determinar A~! fazendo [A | I3] ~Ginhas) [I3 ] A71].

10 1]1 0 o0 10 1| 1 0 o0 1o 1] 10 o]
[A|L]=l0o 1 1|0 1 0|+l 0 1 1| 0 1 0 |l+(-Ll| 0 1 0] 2 1 -1
2 0 3|0 0 1 00 1]|-2 0 0 0 -2 0 1
1 0 0] 3 0 -1
Lt(Dia| 0o 1 o] 2 1 -1 |=[I3]A7Y.
0 1l-2 0o 1
Logo
3.0 -1
A‘lz{ 2 1 1}
-2 0 1

(b) Como sabemos, a forma de escada reduzida de uma matriz invertivel é a identidade. Equivalen-
temente, toda a matriz invertivel pode ser escrita como produto de matrizes elementares. Em

particular, a matriz invertivel A~ podera ser escrita como
A™! = E3FE,Fy,

em que Fy, By e E3 sdo matrizes elementares se, e sé se, for possivel obter A~1 a partir de I3 (a
forma de escada reduzida de A™!), efectuando apenas 3 transformacoes elementares sobre linhas.

Pela resolugao da alinea anterior, vimos que

By =A""'.

I3 ls+(—2)l1 By la+(=1)l3 B, li+(—1)i3
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Atendendo ao efeito da multiplicacdo de uma matriz elementar, & esquerda, por uma matriz do tipo

adequado, temos que
A~ = E3Ey B,

sendo Ey, Es e FE3 as matrizes elementares de Mjzy3(R) associadas, respectivamente, as trans-

formagoes elementares I3 + (—2)l1, lo + (—1)l3 e [ + (—1)l3, isto é,

o
—
I
[ ——
o =
=
|
H O
| S
| — |
(=R
o = O
|
o= O
| S
L — |
|
N O
— o
_ 1

(c) Dado que A é invertivel e A~ = E3FEyFy, resulta que

1
A= (A_l)il = (EgEQEl)_l = E1_1E2_1E3_1 = |: o 1 0
2

o o
= o
[
—
S O =
o = O
=
[T
—
[
o = O
=
[T

Como a inversa de cada matriz elementar é ainda uma matriz elementar, acabamos de exprimir a

matriz A como produto de 3 matrizes elementares.

8. A matriz
12 1
H=|1 a+3 2 | € M3x3(R)
2 4 B
¢ invertivel se, e 86 se, r(H) = 3 = ordem de H. Como
T2 1 2 1 12 1
H=1]1 a+3 2 |lb+(DlL| 0 a+1 1 |ls3+(=2)| 0 a+1 1
2 4 B 2 4 B 0o 0 p-2

concluimos que r(H) =3 se, e sé se, a € R\ {—1} e S € R\ {2}.
9. Sejam A € My, xn(R) ¢ B € M,,»,(R). Vamos provar que (AB)—r =BTAT.

e Como AB € M,,x,(R) resulta que (AB)T € My (R).
Dado que BT € Mpxn(R) e AT € My (R) vem que BT AT € My (R).
Entao (AB)—r e BT AT pertencem ambas a M,y (R).

e Vejamos que os elementos homélogos de (AB)T e BT AT sdo iguais, isto é, que

i i=1,....p, 7=1,...,m.

((AB)T)Z_J_ = (BTAT)
Tem-se

n

((AB)T),, = (AB);; = zn:AjkBki = zn: BiiAj =y (BT), (A7), = (BTAT), .
k=1 k=1 k=1

Logo
(AB) =BTAT.



