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Grelha de Respostas
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Atencao

Os primeiros 5 grupos desta prova sdo de escolha miiltipla. Em cada um destes 5 grupos apenas uma das afirmacgdes

é falsa. Determine-a e assinale-a com um X na grelha de respostas. A grelha de respostas da escolha multipla sera

recolhida ao fim de uma hora de prova.

- Cotacao: A cotacao total desta prova é de 20 valores. Para cada um dos grupos de escolha maultipla a cotagao

atribuida é a seguinte:
e Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
® Se responder correctamente: +1,5 valores;
e Se responder erradamente: —0,5 valores.

A classificagdo da parte de escolha miiltipla (Grupos 1 a 5) é dada por | max{0, M} |, onde M designa a soma das

classificagbes obtidas nos 5 grupos de escolha multipla.

- Duracgéo: 1 hora e 30 minutos (+ 30 minutos de tolerancia).

0 0 0 0 0
e B'=((0,0,0,1),(0,0,1,1),(0,1,1,1),(1,1,1,1)) bases de Max2(R) e de R*, respectivamente.

1 11 L1 11
L. Seja f : Max2(R) — RY uma aplicagdo linear ¢ sejam B = [ : }7 { }7 { }7 [ }

1 010
0 -1 0 0

Seja A= M(f;B,B') =
eja (f =10 0 0 o
0o 11 1

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

r(A) = 3, logo f nao é sobrejectiva.

{Continua no verso desta folha}
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2. Sejam F, G e H subespagos de Rs[z], tais que dim F' =2, dim G =4 e dim H = 5.

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

dim(G + H) = 5 ou dim(G + H) = 6.

dim(F N H) = 0.

Se dim(F + G) = 6 entdo F NG = {Og, ) }-
@ Se dim(F N G) = 2 entao dim(F + G) =dim G.

3. Considere os subconjuntos de R?, F = {(a,b,c) eR?*:a=2bec=0} e G ={(a,b,c) € R®:a=2b}.
Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.
F e G sao subespacos de R3.

((2,1,0)) é uma base de F.
dim G = 1.

@ F UG é subespaco de R3 pois F C G.

4. Seja f: Ry[x] — Max4(R) uma aplicagao linear.

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

dim Nucf < 5.
dim Imf+dim Nucf = 5.
Se dim Nucf = 0 entao f é sobrejectiva

(D] dim Im f #dim May4(R).

2 =5 1
5. Seja A=1| -3 0 3 | € Msx3(R).
—1 1 4

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

5
0 | é um vector préprio de A associado ao valor préprio 3.
5
[0 | 0
Al 0 | =5| 0 |, logo 5 é valor préprio de A.
0 0
1] -3
Al 1 | =] -3 |, logo —3 é valor préprio de A.
0 0

D]

é um vector préprio de A associado ao valor préprio 3 e portanto, | 0 | é um vector proprio

=
oL

de A° associado ao valor préprio 27.



3-3

Ct FACULDADEDE ocia Algebra Linear e Geometria Analitica C
UNIVERSIDADE NOVA DE LISBOA Segundo Teste — 14 de Janeiro de 2009

Departamento de Matemdtica

Sé serdo consideradas as respostas devidamente justificadas. Na resolugcdo, mude de folha sempre que mudar de grupo.

[Cotagso]
6. Sejam F = {(a,b,c,d) € R* :a=2bec=b+d} e G =< (1,0,1,2),(2,1,0,0),(5,1,3,6) >, subespacos
vectoriais de R*.
[1,5] (a) Indique, justificando, uma base de F' e uma base de G.
[1,5] (b) Determine, usando matrizes, a dimenséo de F + G.
[1,0] (¢) Usando o teorema das dimensoes indique dim(F N G).
7. Seja g : R — R? uma aplicacdo linear definida por
g(a,b,c) = (a+bb+c), ¥(a,b,c) R’
Sejam B = ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)) e B = ((0,1)(1,0)) bases de R e R?, respectivamente.
[1,5] (a) Determine o Nuc g e indique a sua dimensdo. Diga, justificando, se g é injectiva.
[1,5] (b) Calcule A = M(g;B,B’).
[1,0] (¢) Justifique que g é sobrejectiva:
i) Usando o Teorema da Dimensao.
ii) Usando a matriz A.
2 =2 4
8. Considere A=| 0 2 0| € Msx3(R).
0 2 =2
[1,0] (a) Determine os valores préprios de A e indique as respectivas multiplicidades algébricas.
[1,5] (b) Determine os subespagos préprios associados a cada um dos valores préprios.
9. Sejam A € M, (K) e o um valor préprio de A.
[1,0] (a) Prove que M, = {X € M,x1(K) : AX = X} é um subespagco vectorial de M,,«1(K).
[1,0] (b) Justifique que dimM, # 0.
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Uma resolugdo com notas explicativas

&
= aQ a w Q

6. (a) Temos F = {(a,b,c,d) €R*:a=2bec=b+d} = {(2b,b,b+d,d):b,dcR}.

Como (2b,b,b+ d,d) = (2b,b,b,0) + (0,0,d,d) = b(2,1,1,0) + d(0,0,1,1), podemos afirmar que os
vectores (2,1,1,0) e (0,0,1,1) s@o geradores de F, isto é, F' = ((2,1,1,0),(0,0,1,1)).

Dado que, estes vectores, sao nao nulos, e nao sao multiplos escalares um do outro podemos concluir
ainda que sao linearmente independentes.

Assim, uma base para I’ serd

((27 17 17 0)’ (07 07 17 1))'
Consideremos agora o subespago G. Sabemos que G =< (1,0,1,2),(2,1,0,0), (5,1, 3,6) >, ou seja ,
ja conhecemos um conjunto de geradores de G.

Para verificarmos se este conjunto de geradores é linearmente independente, construamos uma matriz

cujas linhas sao estes trés vectores e, de seguida, levemos esta matriz a forma de escada.

101 2 1o 1 2 1o 1 2
2 10 0| 2222 [0 1 =2 —4 |-k [0 1 -2 —4 (fe.)
5 1 3 6 01 -2 —4 00 0 0

Como, a matriz em forma de escada tem uma linha nula, sabemos que os vectores correspondentes
as linhas nao nulas desta matriz constituem uma base de G. Podem ainda ser considerados para
base de G os vectores da matriz inicial que correspondem as linhas nao nulas da matriz em forma

de escada obtida. Assim uma base de G poderd ser
((1,0,1,2), (0,1, -2, —4))

ou ainda
((1,0,1,2),(2,1,0,0)).

(b) O subespago F' + G é gerado pela unido dos vectores das bases de F e G, isto é,

F+G={(21,1,0),(0,0,1,1),(1,0,1,2),(2,1,0,0)).

Considerando a matriz cujas linhas sao estes vectores, obtemos a dimensao de F' + G calculando a

sua caracteristica.

2 1 1 0 1 0 1 2 10 1 2 10 1 2
0 0 1 ——~ 21 00| — |01 -2 —4|_ 101 -2 -4
51:53 52731 I3 — 12 Iy — 13
10 1 2] 2™ |2 110%™ 01 -1 -4 00 1 0
2 1.0 0 00 1 1 00 1 1 00 1 1
(1 0 1 2
0 1 -2 —4
(f.e.)
00 1 o0
00 0 1
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Dado que a matriz em forma de escada obtida tem quatro linhas nao nulas, a caracteristica da matriz

considerada é 4 e, portanto, dim(F + G) = 4.

O teorema das dimensoes afirma que
dim(F + G) = dim F + dim G — dim(F N G).

Pela alinea a) sabemos que dim F' = 2 e que dim G = 2, pela alinea b) sabemos que dim(F + G) = 4,
assim
4=2+4+2—dim(FnNG),
logo
dim(FNG) =

Nucg = {(a,b,¢) € R?: g(a,b,c) = (0,0)}. Como g(a,b,c) = (0,0) < (a+b,b+c)=(0,0) < a=

—b A c= —b, tem-se:
Nucg = {(a,b,c) €ER®*:a = ~bAc= —b} = {(~b,b,—b) : b € R}

Como (—=b,b, —b) = b(—1,1, —1) temos que o vector (—1,1,—1) é gerador do nicleo de g e, porque é
um tunico vector nao nulo, é linearmente independente e, consequentemente, uma base do ntcleo de
qg.

Podemos entao afirmar que dim Nucg = 1.

Uma aplicagao linear é injectiva se, e sé se, a dimensao do nucleo é zero. Uma vez que, neste caso,
a dimensao do nucleo é diferente de zero podemos afirmar que g nao é injectiva.

Determinemos A = M(g; B, B") comegando por calcular as imagens de cada um dos vectores da base

B e, seguidamente, escrevendo cada um destes vectores imagem como combinagao linear dos vectores
da base B':

9(1,0,0) = (1+0,0+0) = (1,0) = 0(0,1) + 1(1,0)
9(1,1,0) = (1+1,140) = (2,1) = 1(0,1) + 2(1,0)
g(1,1,1) = (1+1,141) = (2,2) = 2(0,1) + 2(1,0)

Dispondo numa matriz, os coeficientes obtidos em cada uma destas combinacoes lineares, por ordem

e por coluna, obtemos a matriz

0 1 2
A= M(g;B,B) = .
(9 ) L9 g
Uma aplicacao linear é sobrejectiva se, e s6 se, a dimensao do espago imagem for igual a dimensao
do espaco de chegada. Uma vez que o espaco de chegada é R? para provarmos que g é sobrejectiva,

basta garantir que dimIm g = 2.
i) O Teorema da Dimensao para aplicagoes lineares afirma que
dimR? = dim Nuc g + dim Im g.
Pela alinea a) sabemos que dim Nuc g = 1 e uma vez que dim R?® = 3 concluimos que dim Im g = 2
logo g é sobrejectiva.

ii) A caracteristica da matriz duma aplicac@o linear dd-nos a dimensao do espago imagem.

Tomando a matriz A da aplicagao linear g, e levando-a a forma de escada, obtemos:

[o 1 2}@[1 2 2} (o)

1 2 2 0 1 2

Logo, r(A) = 2 = dimIm g e, portanto, g é sobrejectiva.
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8.

(a) Os valores préprios da matriz A sdo os zeros do seu polindmio caracteristico isto é os valores de x
para os quais |A — 3| = 0.
O polinémio caracteristico de A é
2—x =2 4
Lapl.
A—zl3l=| 0 2-2 0 = (2-a)(-)H
0 2 —2—=x

2—x 0

=2-2)[2-2)(-2—2)+0] = (2—12)%(-2—2).
Os valores préprios de A, sendo os zeros reais do polinémio caracteristico, sdo: 2 e -2, com ma(2) = 2
e ma(—2) = 1.

(b) Se a é um valor préprio de A sabemos que o subespago préprio de A associado ao valor a, M,, é:

M, = {X S ngl(R) : AX :aX} = {X € ngl(R) : (A*O[Ig)X

0} .

e Seja Ms o subespago préprio de A associado ao valor préprio 2. Tem-se:

M2:{|:Z €M3X1(R)(A—2ld)[21:|:8:|}

c 0

Célculo auxiliar:

0o -2 4o 0 -2 4]0 0 —2]0
—_—
(A=2L0)=]0 o oo |ls+ul o o ofo |(=1/2iil 0 o ofo |(fer.)
0o 2 -4o0 0 0 0o 00 o]0

Logo,

0
2
1

0
0

+c

MQZHE} € Mo (R) bZZC}:{[ 2} ; a,cER}
SRS SHH)

e Seja M_5 o subespaco proprio de A associado ao valor préprio -2. Tem-se:

e )

EM_gxl(R): (A+2I3)[ Z

]

[ E—
I
—
o © o

Célculo auxiliar:

4 -2 4lo]——[1 -3 1|07 | i 0 o 1]o
(A+2I3]0)=] 0 4 oo sl 0 4 0o dk] 0 1 0[]0 |t 0 1 0]0 (fe.r.)
0 2 0 0 o0 0]o0 0o o0 0]o 0 0 00

Logo,

M_,

{E
({

(a) Consideremos o conjunto dado

e M3x1(R): a=—c A b—O}—{[ _81 : CGR}

My ={X e Myx1(K): AX =aX}.
i. Por definigao este conjunto é um subconjunto do espago vectorial M,,x1(K), isto é,

Ma g Mnxl(K)~
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ii.

iii.

1v.

Om, .y € My pois AOpq,,,, = a0n,,.; = O0p,, 0y

Tomemos X,Y € M, arbitrarios e verifiquemos se X +Y € M,.

Para que X +Y € M, teremos de ter A(X +Y)=a(X +Y), ora

A(X +Y) = (pela distributividade da multiplicagdo de matrizes em relacdo a adigao)
AX + AY = (porque X,Y € M,,)

aX + oY = (pela distributividade do produto por um escalar em rela¢ao & adi¢do de matrizes)
=a(X+Y).

Logo X +Y € M,.

Tomemos X € M, e § € K arbitrarios e verifiquemos se X € M,.

BX € M, se A(BX) = a(BX). Temos

A(BX) = (pelas propriedades do produto por um escalar)

B(AX) = (porque X € M,)

B(aX) = (pelas propriedades do produto por um escalar)

=a(8X).

Logo X € M,.

Como se verificam 1i., ii., iii. e iv. concluimos que M, é um subespago vectorial de M,,«1(K).

(b) Se a é um valor préprio da matriz A entdo existe pelo menos um vector nao nulo X € M, tal

que X € M,. Como tal, uma base de M, serd sempre diferente do vazio, (se fosse o vazio a M,

pertenceria apenas o vector nulo) e, portanto dim M, # 0.



