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Resolugao do 2 Teste de 2008/09

Determinemos uma base B de F'. Tem-se

F = {(a,bc)eR3:a=0b+c}
b+cbc) b,c e R}

{(
{(
= {b( 1,0) 4+ ¢(1,0,1) : b,c € R}
(1,
)

,0),(1,0,1)).
Logo a sequéncia de vectores ((1,1,0),(1,0,1)) é geradora de F'. Dados «, 5 € R tem-se
a(1,1,0) + 8(1,0,1) = (0,0,0) = (a+B,a,8)=(0,0,0) = a=p8=0

donde se conclui pelo critério de independéncia linear que a sequéncia B = ((1,1,0), (1,0,1)) é também L.i. e por
isso uma base de F.
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Vamos agora determinar uma base de G. Consideremos a matriz A= | 0 1 1 ] cujas linhas correspondem
2 -1 5
a uma sequéncia geradora de G. Temos
2
1 |f.e.
linh
(linhas) 0
Logo, a sequéncia de vectores B’ = ((1,—1,2),(0,1,1)) é uma base de G.
Pela alinea anterior, sabemos que F + G = ((1, 1,0),(1,0,1),(1,-1,2),(0,1,1)). Consideremos a matriz B cujas
linhas correspondem a um sequéncia geradora de F' + G. Temos
1 1 0 1 1 0
1 0 1 01 1
B=11 1 2| Gmka | 0 0 2 |]€
0o 1 1 0 0 O

Logo, a sequéncia de vectores ((1,1,0),(0,1,1),(0,0,2)) é uma base de F + G.
Sabemos que a dimensao de um espago vectorial corresponde ao numero de vectores de uma sua base. Assim,
atendendo as alineas anteriores concluimos que dim F' = 2, dimG = 2 e dim(F + G) = 3.

Sabemos também que
dim(F + @) = dim F' + dim G + dim(F N G).

|

Logo, dim(FNG) = 1.

Temos

J

o o

a,b,c) € R3: 2a b—c | _
0 a

(a,b,c) € R3: a—O/\b—c}
= {(0,¢,¢): c€eR}

o1}

Pela alinea anterior, Nuc f = {(0,¢,c):c€ R} = ((0,1,1)). Logo, a sequéncia ((0,1,1)) é uma sequéncia
geradora do nicleo de f. Como o vector (0,1,1) é nao nulo concluimos também que a sequéncia ((0,1,1)) é 1.i.,
donde é uma base de Nuc f. Portanto, dim Nuc f = 1. Pelo Teorema da dimensdo sabemos que dimR3 =
dim Nuc f 4+ dim I'm f. Consequentemente, obtemos a equacao 3 = 1+ dim I'm f, donde dim I'm f = 2.

Nuc f = iabc ) ER3: f(a,b,c):[g
{(



(c)

Sabemos que a aplicagdo f é injectiva se e s6 se dim Nuc f = 0. Pela alinea anterior podemos concluir que f nao
é injectiva.

Sabemos também que a aplicacao f é sobrejectiva se e s6 se dimIm f = dim Mayo(R). Mas dimIm f =2 e
dim Msx2(R) = 4, donde concluimos que f néo é sobrejectiva.

Temos
1 0 0 0 0
Al 0 =3 2 =-1| 2 e Al 1 = 1.
0 0 0 1 1

0
2
0

[ 1
0
| O
1
Logo, as matrizes nao nulas | 0
0

séo vectores proprios de A cujos valores proprios correspondentes
1

sao 3, —1 e 0.

1
Sendo A uma matriz de ordem 3 e tendo A 3 vectores préprios linearmente independentes, [ 0
0
-1
0 O 1

proéprio associado ao valor préprio na coluna de D correspondente. Assim, tem-se P~1AP = D.

, podemos concluir que A é diagonalizavel. Portanto, A é semelhante a uma matriz diagonal D da forma
0 0 1 0 0
. Neste caso, uma matriz diagonalizante P é | 0 2 1
0 0

O O W R = O

] onde cada coluna apresenta um vector

Seja o um valor préprio de A. Sabemos que entdo a? é valor préprio de A2, Como A? é igual & matriz diagonal

41, e uma matriz diagonal tem por valores préprios os valores da sua diagonal concluimos que o = 4. Portanto,
a=2oua=-2. Logo, a € {-2,2}.

Sabemos que « € K é valor préprio de A se e s6 se |A — al,| = 0. Pela alinea anterior, 4 nao pode ser valor
préprio de A. Logo, |A —41,| # 0.



