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PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

Grelha de Respostas
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Numero de caderno:

AR Rl R

Atencao

Os primeiros 5 grupos desta prova sao de escolha multipla. Em cada um destes 5 grupos apenas uma das afirmacoes
é falsa. Determine-a e assinale-a com um X na grelha de respostas. A grelha de respostas da escolha miiltipla sera

recolhida ao fim de uma hora de prova.

Cotacao: A cotacado total desta prova é de 20 valores. Para cada um dos grupos de escolha miiltipla a cotacao

atribuida é a seguinte:

® Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
® Se responder correctamente: +1,8 valores;

® Se responder erradamente: —0,6 valores.

A classificagdo da parte de escolha miiltipla (Grupos 1 a 5) é dada por m, onde M designa a soma das

classificagdes obtidas nos 5 grupos de escolha miiltipla.

Duragéo: 1 hora e 30 minutos (4 30 minutos de tolerancia).

a b ¢ a b ¢
Sejam P= | d e f |, Q=|d ¢ f |e€MssR).
g h i g h i

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Se |P| = 4 entéo |2P| = 8.

a b 4c
d e 4f |=24|P|.
6g G6h 24i
3d 3e 3f
4g 4h 4i | =24|P|.
2a 2b 2c
a b c
@ d+d e+e f+f |=|Pl+|Ql
g h )

[Continua no verso desta folha]
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2. Seja (x,y,2) um vector arbitrario do espago vectorial R3. Considere que f(z,y, z) é a expressao analitica

de uma aplicacdo f do espaco vectorial R? no espaco vectorial R2.

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

Se f(z,y,2) =
Se f(z,y,2) =
Se f(x,y,2) =
(D] Se f(z,y,2) =

3. Considere a aplicacdo linear f : R? — R3 tal que

y,0) entdo f é linear.

(

( Y ) entao f ¢ linear.
(0,0) entdo f é linear.
(

x —1,0) entdao f nao é linear.

f(a,b) = (a+b, 2a + b, 3a + ),

para qualquer (a,b) € R2.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Im f = ((1,2,3),(1,1,1)).

Nuc f = {(0,0)}.

(2,1,0) € Im f.

@ f é injectiva mas nao é sobrejectiva.

4. Considere as bases By = ((1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)) e By = ((1, 1,1),(0,1,1),(0,0, 1)) do espago vectorial

R3. Sejam f:R?® — R3 e g : R® — R3 as aplicacdes lineares tais que

1 1 0 0 0 0
=M(f;Bi,B)=| -2 0 0| e Q=M(gB,B)=|3 0 0
0 00 4

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

M(go f;B1,B) = QP.
g9(1,1,1) = (0,3,0).
M(f o g;Ba,B2) = PQ.
D] £(1,0,0) = (1,-2,0).
5. No espaco vectorial R?, considere os vectores (1,1,1), (0,1,1), (1,2,2) e (1,2,3).
Apenas uma das seguintes afirmacoes ¢ FALSA. Indique qual é.
A sequéncia ((1,1,1),(0,1,1),(1,2,2)) é base de R.
A sequéncia ((1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)) ¢ base de R?.
A sequéncia ((1, 1,1),(0,1,1),(0,0,1), (1,2, 3)) ¢ linearmente dependente.
D] (1,2,2) € ((1,1,1),(0,1,1)).
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Sé serdo consideradas as respostas devidamente justificadas. Na resolu¢do, mude de folha sempre que mudar de grupo.
[Cotacio]

6. Considere a matriz

1 2 2
A=11 4 4 | € M33(R).
1 2 3
[1.5] (a) Calcule |A] e justifique que A é invertivel.
[2.5] (b) Determine A~! utilizando a matriz adj A.

Mude de Folha

7. Considere a matriz

2 0
B=1|0 0 1 | € Msxs3(R)
0o -1 2
[1.5] (a) Determine os valores préprios de B.
[2.0] (b) Determine uma base de cada um dos subespagos préprios de B. Indique a multiplicidade geométrica
de cada valor préprio.
[1.5] (¢) Indique, justificando, se B é diagonalizével.

Mude de Folha

[2,0] 8. Sejam A, B, P € M, x,(R), com P invertivel. Sabendo que
B =PAP™!

e que X é vector préprio de A associado ao valor préprio «, prove que PX é vector préprio de B.
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Uma resolugdo com notas explicativas

1. A
2. B
3. C
4. D
5. A
6. (a) Aplicando o Teorema de Laplace para o célculo do determinante, por exemplo, a linha 1 de A, tem-se
1 2 2
A= 1 4 a | Frxey) L ‘+2 < (Dt ‘+2 x (-1 '
1 2 3

IXx(4x3—4x2) =2 x (I1x3 —4x1)+2 x (1x2—4x1)=2.

Como |A| =2 # 0 concluimos que A é invertivel.

(Alternativamente, podiamos obter |A| calculando o determinante de uma matriz A’, obtida a

partir de A, efectuando transformagoes elementares sobre linhas/colunas. Dado que conhecemos
o efeito que cada uma das transformagoes elementares tem sobre o determinante de uma matriz,
sabemos relacionar |A| com |A’]. Como sabemos que o determinante de uma matriz triangular é
igual ao produto dos elementos da sua diagonal principal (fcil de calcular) tem especial interesse

que A’ seja triangular. Por exemplo,

1 2 2 1 2 2
[Al=]1 4 4 = 0 2 2 = 0 2 2 |=1x2x1=2.)
l2 + (=l I3 + (=l
1 2 3 1 2 3 0 0 1
(b) Como A é invertivel, tem-se
- 4T
4 1 1
+ - +
1 1
4 1 2 '
A= Lagja=t + 12 ! L 170
AT 2 2 3 1 3 1 2
0 -2 2
2 2 1 2 1
+ — +
i 4 4 4 1 |
4 =2 0 2 -1 0
—— — 1 1
= 11 2= Lt 1 <
-2 0 2 -1 0 1
7. (a) O polinémio caracteristico de B é
2—xz O 0 1
Lapl. —T
|B — xI3] = 0 —x 1 l::’ 2—z)(-D'! 1 9
— -
0 -1 2—-x

=2-2)[(-z2-2)+1]=Q2-2)(2® -2z +1)=(2—2)(z - 1)~

Os valores préprios de B, sendo os zeros reais do polinémio caracteristico, sao: 2 e 1.
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(b) Se « é um valor préprio de B sabemos que o subespago préprio de B associado ao valor a, M, é:
My ={X e M341(R): BX =aX}={X e M3x1(R): (B—al3)X =0}.
e Seja M o subespago proprio de B associado ao valor proprio 2. Tem-se:

o J-[£)

S ngl(R) : (B — 2[3)

Célculo auxiliar:

o o0 olo o -1 0o o -1 0o o1 0]o

—
(B-2I3)0)=1] 0 -2 1|0 |h=ls| 0 -2 1|0 |[L+(-204| 0 o0 1|0 (=Dl o0 0o 1[0
0 -1 0]o0 o 0 0fo o 0 0fo 0 0 0fo0

Logo,

Concluimos entao que a sequéncia <{ 0 }) é uma base de Ms pois gera My e é linearmente
0

independente (

1 0 ]

0 } #* [ 0 |). Tem-se, entdo, que mg(2) = dim My = 1.
0 0

e Seja My o subespago proprio de B associado ao valor proprio 1. Tem-se:

o J-[£)

€ ngl(R) : (B — 1[3)

Célculo auxiliar:

10 olo 1 0 0lo o o]o
(B=1I3]0)=1] 0 -1 1|0 |l+(=Dial 0 -1 1|0 |[(=)la] 0 1 —-1]0 (fe.r.)
0 -1 1]0 0o 0 0o 00 oo

Logo,

Concluimos entao que a sequéncia <{ 1 1) é uma base de M; pois gera M; e é linearmente

0 0
1]7&{0
1 0

(¢) Uma condigao necessdria e suficiente para que a matriz B seja diagonalizdvel, é que a soma das

independente ( ). Tem-se, entao, que mg(1l) = dim M; = 1.

multiplicidades geométricas dos seus valores préprios iguale a ordem da matriz B. Pela alinea

anterior, temos mg(2) + mg(1) =2 # 3 = ordem de B, logo B nao é diagonalizdvel.
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8. Como, por hipdtese, X ¢é vector proprio de A associado ao valor préprio «, temos que a € R e
X € Myux1(R) \ {0,,%1} séo tais que
AX = aX.

Sabendo que P € M,,«,(R) é invertivel e que B = PAP~!, vejamos que PX é vector préprio de B.
e Notemos que PX # 0,«1. De facto, se tivermos PX = 0,,x1, como P é invertivel resulta
P HPX) =P '0ux1 & X = 0px1,
0 que é uma contradi¢ao pois, por hipotese, X # 0, 1.
e B(PX)= (PAP™')PX = PA(P7'P) X = PAILX = PAX = P(AX) = P(aX) = a(PX).

Atendendo a que
a€R, PX #0,x1 e B(PX)=alPX)

concluimos que PX é vector proprio de B associado ao valor préprio a.



