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PREENCHA DE FORMA BEM LEGIVEL

Grelha de Respostas

Nome: A/ BIC|D
Nimero de caderno: ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

AR Rl R

Atencao

Os primeiros 5 grupos desta prova sao de escolha multipla. Em cada um destes 5 grupos apenas uma das afirmacoes
é falsa. Determine-a e assinale-a com um X na grelha de respostas. A grelha de respostas da escolha miiltipla sera

recolhida ao fim de uma hora e trinta minutos de prova.

- Cotagado: A cotacao total desta prova é de 20 valores. Para cada um dos grupos de escolha multipla a cotacgao
atribuida é a seguinte:
® Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
® Se responder correctamente: +1,5 valores;

® Se responder erradamente: —0,5 valores.

A classificagdo da parte de escolha miiltipla (Grupos 1 a 5) é dada por m, onde M designa a soma das

classificagdes obtidas nos 5 grupos de escolha miiltipla.

- Duragdo do Exame: 2 horas e 30 minutos (+ 30 minutos de tolerancia).

1. Seja @ € Max2(R) e considere que

Q —3l1 R 11+4lo S 111>

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.
- -1 0 1 -4 0 1
SeT:IQentaoQ: 3
0 1 0 1 1 0

0 1 (|1 4 -3 0

Se T = I, entdo Q é invertivel e Q1 =
2 @ @ 1 0 0 1 0 1
Se @ é invertivel entao |T| = 1|Q)|.

0 1 1 4 -3 0
D] 7= Q.
1 0 0 1 0 1

[Continua no verso desta folha}
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2. Considere o espaco vectorial R3.

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Para qualquer o € R a sequéncia ((1,0,0), (1,1,0), (o, 1,1)) é uma base de R?.
R = ((1,1,1),(0,0,1),(1,1,0),(2,2,3)).

A sequéncia ((1, 0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,2, 3)) nao é uma base de R3.

D] (1,-1,2) € {(1,1,0), (0, —1,1)).

3. Um sistema de equagoes lineares, nas incégnitas x,y, z, sobre R, tem uma matriz ampliada equivalente

por linhas a matriz

—a+1
, com a,€R.

B—3
0

oS O O =
O Q2 = o=

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

Se a # 1 e o # 0 entao o sistema ¢ possivel determinado.
Se a =0 e =3 entdo o conjunto das solugdes do sistema ¢é {(a, —a, a) : a € R}.
Se o = 1 entao o sistema ¢ possivel indeterminado com grau de indeterminacao 2.

@ Se a« =0 e (8 # 3 entao o sistema é impossivel.
4. Considere as matrizes

s S = €M3X3(R).

=

Il
oS = o
=
= = O
S O =
S N O
w o O

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

I3 é a forma de escada reduzida de R.

[B] IR = —2.
1
[C]RS=|1
0
[D] Rys = 1.

5. Seja P € M, x,(R) uma matriz invertivel.

N O N
w w O

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

O zero nao é valor préprio de P.
A forma de escada reduzida de P é a matriz I,,.
Existe uma matriz X € M,,«1(R), ndo nula, tal que PX = 0,,x1.

@ Se A é valor préprio de P entao a matriz P — A, nao é invertivel.
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[Cotacao]

[1.5]
[1.0]

[1.0]

[1.5]

[1.0]
[1.0]

[1.5]

[1.0]

[1.0]

[2.0]

Sé serdo consideradas as respostas devidamente justificadas. Na resolucdo, mude de folha sempre que mudar de grupo.

6. Considere a aplicacdo linear f : R?* — Myyo(R) tal que

a+b b—c

a,b,c) =
A ) a+c a+b

3

para qualquer (a, b, c) € R3.

(a)
(b)

()
(d)

7. Considere a matriz A =

Determine uma base do ntcleo de f.

1 0 1 1
Averigue se ({ Ly ], [ 0 1 ]) é uma base da imagem de f.

Indique, justificando, se f é injectiva e se f é sobrejectiva.

Considere as bases

0 O 0 0 0 1 1 0
B = ((L1,1).(0,1,1),(0,0,) e Bz—qo 1H1 OHO OHO OD

de R? e Myy2(R), respectivamente. Determine a matriz M(f; By, Bs).

Mude de Folha

-1

0
1 S M3X3<R).
2

—= N O

0
0
Determine os valores préprios de A e indique as respectivas multiplicidades algébricas.

Indique, caso exista, uma matriz X € M3, (R), ndo nula, tal que AX = 8X. Justifique.

Determine uma base de cada um dos subespacos préprios de A. Indique a multiplicidade geométrica

de cada valor préprio.

Justifique que A é diagonalizédvel e indique uma matriz invertivel P tal que P~1AP = 0 3 0

Mude de Folha

Seja s € R e seja H € M,,»n(R) tal que, para cada linha ¢ de H, E?Zl H;; = s. Mostre que s é
valor proprio de H.

Sugestao: Encontre um vector préprio de H.

Sendo @ € M, x»(R) chamamos traco de @, e representamos por tr((@), ao nimero real definido por

tr(Q) = >y Qi

Mostre que:
i. Para quaisquer A € M,,,xn(R) ¢ B € My xm(R) tem-se tr(AB) = tr(BA).

ii. Duas matrizes semelhantes tém o mesmo trago.
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Uma resolugdo com notas explicativas

C
4. D
C

6. (a) Tem-se que

Nuc f = {(a,b,c) ceR?: f(a,bc)= { 2 8 }}

(22}

=< (a,b,c0)eR®: a+b=0Ab—c=0Aat+c=0Aa+b=0

a+b b-—c
a+c a-+b

= {(mb,c) €R3:

Sistema AX = 0, nas incégnitas a, b, ¢, a resolver.

Célculo auxiliar:

11 oo 1 1 o]lo 1 1 o]o 1 0 1]o
01 —1|0|im—ol 0o 1 -1]o0 001 —1]0|——|0 1 —1]0
A|0] = lsH(-1h I3 +1 I+ (=1)1 fer.
[Al0] 1 0 1|0 |la+tEDul o 4 o Bl o o oo BTVl 5 o o]0 ( )
1 1 olo 0 0 o0]o0 00 o]0 0 0 o0]o0
Entao,

Nuc f = {(a,b,c) ER*: a=—c A b=c} ={(—c,c,c): cER}
= {e(~1,1,1): ceR} = <(—1,1, 1)>.

Mostramos que a sequéncia ((—1, 1, 1)) gera Nuc f e, pelo Critério de Independéncia Linear, também

¢é linearmente independente pois
a(-1,1,1) = (0,0,0) = a = 0.

Logo ((—1,1,1)) é uma base de Nuc f.

(b) Por defini¢ao, temos que

Im f ={f(a,b,¢): a,b,ceR}

{ anees]
([ ][5 2] ]2 ] onees)
Ea“ R

a+b b—c
a+c a+b
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()

Dado que f : R® — Myyo(R), pelo Teorema da Dimensdo, sabemos que dimR3 = dim Nuc f +
dimIm f. Como dimR? = 3 e, pela alinea anterior, dim Nuc f = 1 concluimos que dimIm f = 2.
Assim, qualquer sequéncia constituida por 2 vectores de Im f e linearmente independente é uma base
de Im f.

Os vectores

10 11
[1 1}’{0 1}61mf

e, pelo Critério de Independéncia Linear, também sao linearmente independentes pois

1 0 1 1 0 0
I RS R

Logo a sequéncia ([ 1 (1) ], { (1) 1 }) é uma base de Im f.

Uma aplicagao linear é injectiva se, e s6 se, o seu niicleo tem dimensao 0. Pela alinea (a) sabemos
que dim Nuc f =1 logo f nao ¢ injectiva.
Uma aplicacao linear é sobrejectiva se, e sé se, a sua imagem coincide com o conjunto de chegada
que, neste caso, é Moyxs(R). Dado que dim Msyo(R) = 4 e, pela alinea anterior, dimIm f = 2
dim M3 2(R), concluimos que

Im f G May2(R)

pelo que f nao é sobrejectiva.

Como
2 0 | [0 0] [0 0] [0 1] (1 0]
F,1,1) = = 2 + 2 + 0 + 2
2 2 | 0 1 10| L0 0| 0 0|
1 1 [ 1 [ | [ 1] [ 1 1
F011) = o] _ qfoo] L qfoo] | ol © o 0
11| 0 1| 1 0 L0 0 0 0|
0 —1 | [0 0] [0 0] [0 1] (1 0]
10 0 1| |1 0 L0 0| 0 0|
2 1 0
de acordo com a definicao de M(f; By, Bz), temos M(f; By, Bs) = (2) (1) _1
2 1 0
O polinémio caracteristico de A é
—1—=z 0 0 Lapl. 141 1-2 9
|A—als| = 8 1;27 12 o (=1 —2x)(—-1) y 1.

=(-1-z)[1-2)*-2%)] =(-1—-2)(-1—z)(3 —z).
Os valores préprios de A, sendo os zeros reais do polinémio caracteristico, sao: —1 e 3, com
ma(—1) =2 e ma(3) = 1.

Se existir uma matriz X € Mjzx«1(R), ndo nula, tal que AX = 8X, entdo A terd necessariamente o
valor préprio 8. Atendendo ao resultado da alinea anterior, concluimos que néo existe uma matriz

X nestas condigoes.

Se v é um valor préprio de A sabemos que o subespago préprio de A associado ao valor a, M, é:

My ={X € Msy1(R): AX = aX} ={X € Ma1(R): (A—als)X = 0}.
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e Seja M_; o subespaco préprio de A associado ao valor préprio —1. Tem-se:

Mlz{ }EM&@(R): (A—(—l)[3)|:2}:|:g}}

c 0

[SyNS]

o

Célculo auxiliar:

00 olo 0 2]0 0 2 210 0 0
e m— - = —
(A= (-1)I30)=| 0 2 2|0 |lieiz| 0o 2 2|0 |l+(-1)i| 0 0 0]0 2] 0 0 00 (fe.r.)
0 2 210 00 ofo 00 0]o0 00 oo

Logo,

:a,ceR}
e D

0
, [ -1 }) é uma base de M_q pois gera M_1 e é

Engl(R)Z b:—c} = {{ 7i

+c

1
0
0

1
Concluimos entdao que a sequéncia [ 0 }

linearmente independente (pois «

0 0
1 1 = { 0 1 = o = 3 =0). Tem-se, entdo, que
0
mg(—1) =dimM_; = 2.

e Seja M3 o subespago préprio de A associado ao valor préprio 3. Tem-se:

M3:{|:Z 6M3><1(R)(A—313){::|:|:8:|}

c 0

Célculo auxiliar:

-4 0 oo -4 0 0]—[1 0 oo
. ;
(A=3L0)=| o —2 2|0 |ls+k| 0 -2 20| &'l 0o 1 -1]|0 (fe.r.)
— 322
0o 2 -—2/0 0 0 o] Lo o ofo

Logo,

“lHeem= ()

0
Concluimos entao que a sequéncia <{ 1 }) é uma base de Mjs pois gera M3 e é linearmente
1

0 0
1]7&{0
1 0

(d) Uma condigao necessdria e suficiente para que a matriz A seja diagonalizavel, é que a soma das

independente (basta notar que ). Tem-se, entao, que mg(3) = dim M3 = 1.

multiplicidades geométricas dos seus valores préprios iguale a ordem da matriz A. Pela alinea

anterior, temos
mg(—1) + mg(3) =3 = ordem de A,

logo A é diagonalizavel. Nestas condigoes, sabemos que A é semelhante a uma matriz diagonal
-1 0 0

D € Ms43(R) com os elementos —1, —1 e 3 na diagonal. Se D = [ 0 3 0 } entdo considerando,
0 0 -1
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1 0 0
por exemplo, amatrizP=| o 1 -1 |, onde asegunda coluna é o vector da base de M3 e a primeira
0o 1 1

e terceira colunas sio os vectores da base de M_;, P é invertivel e, além disso, tem-se P~1AP = D.

Dado s € R, amatriz H € M,,«,,(R) tem a particularidade de, para cada linha i de H, Z?Zl H;; =s,

isto é, a soma de todos os elementos da linha ¢ de H é igual a s. Atendendo a definicao de multi-
1

1
plicagao de matrizes, se multiplicarmos H pela matriz coluna X = | _ | € M,,«1(R) obtemos uma

matriz coluna, de M,,x1(R), com todas as entradas iguais a s pois

1 2o j=1 Hij s
> Haj s

H . = . =
1 ;:1 Hn]‘ S

Assim, como s € R, X € M, x1(R) \ {0,x1} e HX = sX, provamos que X é vector préprio de H

associado ao valor préprio s e, portanto, s é valor préprio de H.

i. Sendo A € My xn(R) e B € My (R) tem-se AB € M, xm(R) e BA € M,,«n(R). Atendendo

a definicao de traco vem que

tr(AB) =Y (AB)i; e tr(BA) =) (BA).
=1 k=1
Como
Z(AB)ii = Z ( AikBkz) = Z ( AikBkz) = Z <Z BkiAz'k) = Z(BA)kk
i=1 i=1 \k=1 k=1 \i=1 k=1 \i=1 k=1

concluimos, como pretendiamos, que tr(AB) = tr(BA).

ii. Sejam R, S € M, xn(R) matrizes semelhantes, isto é, existe P € M,,x,(R) invertivel tal que
R = P~1SP. Vejamos que tr(R) = tr(S).
Temos tr(R) = tr (P_lSP) =tr ((P_lS) P) e, pela alinea anterior, sabemos que

tr ((P7'S) P) =tr (P (P7'9)).

Logo
tr(R) = tr (P (P7'9)) =tr ((PP™") S) = tr (1,,5) = tr (S).



