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Atencao

Os primeiros 5 grupos desta prova sao de escolha multipla. Em cada um destes 5 grupos apenas uma das afirmacoes
é falsa. Determine-a e assinale-a com um X na grelha de respostas. A grelha de respostas da escolha miiltipla sera
recolhida ao fim de uma hora de prova.

- Cotacao: A cotacao total desta prova é de 20 valores. Para cada um dos grupos de escolha multipla a cotacgao
atribuida é a seguinte:
® Se nao responder ou assinalar com um X mais do que uma opgao: 0 valores;
e Se responder correctamente: +1,8 valores;

e Se responder erradamente: —0,6 valores.

A classificagdo da parte de escolha multipla (Grupos 1 a 5) é dada por | max{0, M} |, onde M designa a soma das

classificagdes obtidas nos 5 grupos de escolha muiiltipla.

- Duracgado: 1 hora e 30 minutos (+ 30 minutos de tolerancia).

1. Seja P € May2(R) tal que, quaisquer que sejam a,b € R, se verifica

a 3b
b a+b

P

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

A matriz P pode decompor-se no seguinte produto de matrizes elementares:
(1 0][3 o]0 1]
1 1flo 1][1 0]

P:

A matriz P pode decompor-se no seguinte produto de matrizes elementares:

o 1|[1 o][1 1
1 of[lo0 3]0 1

P:

A matriz P pode decompor-se no seguinte produto de matrizes elementares:

3 0 1 0 0 1
0 1 1 1|1 0

P =

@ A matriz P pode decompor-se no seguinte produto de matrizes elementares:

1T 1
p_ 0 1 1 3 1 0
1 0 _O 1 0 3

{Continua no verso desta folha}
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2. Para cada o € R e § € R, considere o sistema de equacoes lineares, nas incégnitas x, y, z, sobre R,

r+y+z=1
z+(B+2y+z=a+1 .
r+y+(a+2)z=0

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

Se a# —1 e 3 # —1 entao o sistema é possivel determinado.
Se a =0e = —1 entdo o conjunto das solugoes do sistema é {(3, A\, =2): X € R}.
Se a« = —1 e B = —1 entao o sistema é impossivel.

@ Se a=0e 8 =—1 entao o sistema é possivel indeterminado com grau de indeterminacao 1.

3. Considere as matrizes

1 0 1 1 1 -1 0
Q=] -1 2 0| EMs3(R) e P=|1 0 -3 1 4 | € Msx5(R).
2 0 -1 0 1 2 1 -3

Apenas uma das seguintes afirmacoes é FALSA. Indique qual é.

A entrada (1,3) da matriz Q? é igual a 0.
(QP)"T € Ms5x3(R) e a entrada (4,3) de (QP)" é igual a —1.
Para qualquer matriz H € M3y3(R) tem-se (H + Q)% = H? +2HQ + Q.

@ PPT é uma matriz simétrica.

1 1 1 1
2 d
4. Seja P = @ at ¢ € M4X4(R).
a a a+3 e
a a a a+4

Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

|P| = 24.

P é invertivel e |[—2PT P~1| = 24,

P3y = 0.

@ Pode existir uma matriz invertivel Q@ € Myx4(R) tal que QP tem caracteristica inferior a 4.

5. Sejam P, Q € M,,x,(R) tais que P é simétrica e () é hemi-simétrica.
Apenas uma das seguintes afirmagoes é FALSA. Indique qual é.

PQ + QP é hemi-simétrica.
Se P ¢é invertivel entdo P~! pode nio ser simétrica.

Q? é simétrica.
D] PQ — QP ¢ simétrica.
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Sé serdo consideradas as respostas devidamente justificadas. Na resolu¢do, mude de folha sempre que mudar de grupo.
[Cotacio]

6. Considere a matriz

1 0 0 0 1 0 5 0 0
A=|0o 1 0|1 00|01 0
0 2 1 0 0 1 0 0 1
[1.5] (a) Calcule |A] e justifique que A é invertivel. Qual o determinante de A~*?
[2.0] (b) Exprima A~! como produto de matrizes elementares.

Mude de Folha

7. (a) Indique, caso existam, exemplos de matrizes A, B € My, 3(R) tais que:

[1.0] i. A e B tém caracteristica 2 e nao sao equivalentes por linhas. Justifique.

[1.0] ii. A e B tém caracteristica 3 e nao sao equivalentes por linhas. Justifique.
1 -1 0

[2.5] (b) Justifique que M = | 1 0 3 | € Ms3(R) é invertivel e determine M.
-2 2 1

Mude de Folha

0] 8. (a) Sejam A, B € M,,»,,(R) matrizes invertiveis.
Prove que AB é invertivel e (AB)™! = B~1AL

A11+Oél Aln+an
[2,0] (b) Considere a matriz H = Az Az € Myxn(R), com n > 2.
Anl N Ann
A1 Ain aq Qn
Prove que |H| = An e Ao | A Aon
Ant Ann Ant Ann
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Uma resolugdo com notas explicativas

w
w O aQ w =

6. (a)

Como o determinante do produto de matrizes quadradas é igual ao produto dos de-

terminantes das matrizes envolvidas, tem-se

1 0 O 0O 1 0 5 0 0
[Al=10 1 0«1 0 0lx 0o 1 o|=1(=1)xb=—5.
0o 2 1 0o 0 1 0o 0 1
Dado que |A] # 0 concluimos que A ¢ invertivel. Como |[A7!| = |_jx| resulta que
1 1
471 = -1,
Dado que A é invertivel e
0 0 0o 1 0 5 0 0
A=10 1 o o o l]o 0
0o 2 1 0o 1 0 1
tem-se
-1 -1 -1 -1
1 1 0 O 0o 1 0 5 0 0 5 0 0 0 0 0
A - 0O 1 0 1 0 O 0O 1 0 - 0 0 1 0 O 0o 1
o 2 1 o 0 1 o 0 1 o 0 1 0 0 0o 2 1
£ 0 0 0 0 1 0 0
- 0O 1 0 1 0 O 0 1 0
o 0 1 0 0 0o -2 1
5 0 0O 1 0 1 0 O _ .
Atendendoaque | 0 1 o, | 1 0o o|e| o 1 o | sao matrizes elementares e que
o 0 1 0o 0 1 o 2 1

a inversa de uma matriz elementar ¢ ainda uma matriz elementar, exprimimos A1

como produto de matrizes elementares.

Sabemos que duas matrizes mxn sao equivalentes por linhas se, e s6 se, téem a mesma,

forma de escada reduzida.

i. Por exemplo, as matrizes 4x3

A:

o O O =
o O = O
O O N U
oS O o =
o O = O
S O NN

estao em forma de escada reduzida, tém ambas caracteristica 2 e nao sao equivalentes

por linhas.
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ii. Notemos que qualquer matriz 4x3 com caracteristica 3 é equivalente por linhas a

matriz

[=RE=R

o = O O

o O = O

0

que esta em forma de escada reduzida. Logo nao existem matrizes 4x3, com

caracteristica 3, que nao sejam equivalentes por linhas.

(b) Como
1 -1 0 1 -1 0
M = { 1 0 3 1’2,2122“[ 0o 1 3 } (f.e.)
0o 0 1

-2 2 1

concluimos que r(M) = 3 = ordem de M. Logo M é uma matriz invertivel.

Abreviadamente, vamos determinar M " fazendo [M | I3] ;505 [Is | M.
~1 0|1 0 o0 1 -1 0| 1 0 o0 1 -1 0o 1 0 o
[M|I3=| 1 o 3lo 1 0 PECDM 0 1 3] -1 1 0 |+ (=)l 0 1 0|-7 1 -3
—2 2 10 o 0 1] 2 0 1 o o 1| 2 0 1
1 0] -6 1 -3 .
LTl 0 ol-7 1 3| =[l3| M|
o0 1] 2 0 1
Logo
. -6 1 -3
M7 =] 71 =3
2 0 1
8. (a) Como

(AB)(B™'A™Y) = A(BB™)A ™' = A[,A™' = AA™' =1,

(B*A™NYAB)=B YA ''AB=B"'1,B=B"'B=1,
concluimos que AB é invertivel e que B~'A~! é a inversa de AB.

(b) Mostremos que

Annt+ar 0 Ag tan Air o0 A a an
det A21 e Azn = det A1 o Azg + det A1 oo Azg
An1 x Ann An1i o0 Apn Apr - Apn
NS > NS
w w Vo
H A B

Aplicando o Teorema de Laplace a linha 1 de H obtemos
det H = (Ay; +o1)Hy + -+ (Arn + ) Hyn
= (Anf[n Tt Alnﬁln) + (Oélﬁn Tt Oénﬁfln)-
Como as matrizes H, A e B s6 diferem na linha 1 temos
det H = (A Hiy + o Av Hin) + (00 Hay o+ 0 i)

A\ll A\l'n Bll §ln

= det A + det B,

como pretendiamos provar.



