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ct FACULDADE DE Algebra Linear e Geometria Analitica C
CIENCIAS E TECNOLOGIA ‘ .
UNIVERSIDADE NOVA DE LISB0A Exame de Epoca Normal — 26 de Janeiro de 2011

Sé serdo consideradas as respostas devidamente justificadas.

Na resolu¢do, mude de folha sempre que mudar de grupo.

[Cotagio]
1 1 -1 T
1. Considere as matrizes A= | 1 k& 1 EMsus(R)e X = | y | € M3x1(R).
1 1 k
[1,5] (a) Determine para que valores de k o sistema homogéneo AX = 0 é possivel determinado.
1 -1 1
[2,0] (b) Verifique que, para k = 2 a inversa da matriz A 6 A~ = -1 1 -2
SEI
[2,0] (¢) Considerando k =3 e B = 2 | € Msx1(R)e, atendendo a que para k = 3, |A| = 8, determine
-1

usando a regra de Cramer a solugao do sistema AX = B.

Mude de Folha

2. Considere as bases B; = ((1,1,0),(1,1,1),(1,0,0)) e By = ((1,2),(0,1)) de R e R2, respectivamente.
Seja f : R? — R? definida pela matriz

A= M(f: By, By) = { Lo ]

0 1 -1
[1,0] (a) Determine a imagem do vector (3,2, 1) pela aplicagao linear f.
[1,0] (b) Justifique sem efectuar cdlculos que f nao é injectiva.
[1,0] (¢) Determine, justificando, a dimIm f e indique se f é sobrejectiva.
[2,0] (d) Utilizando matrizes de mudanga de base determine C' = M(f; By, b.c.g2).
3. Seja
2 2 -1
A=|8 2 1 | € M;sxs(R).
0 0 4
[1,5] (a) Determine os valores préprios da matriz A e as respectivas multiplicidades algébricas.
1 0
[1,0] (b) Justifique que | 2 | e | 1 | s@o vectores préprios da matriz A e indique a que valor préprio estd,
0 2
cada um deles, associado.
[1,5] (¢) Determine uma base do subespaco préprio associado ao valor préprio —2.
[1,5] (d) Justifique que A é diagonalizdvel e indique uma matriz invertivel P tal que

0
P'AP=1|0 -2
0 0
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Mude de Folha

4. Seja A € M, x»(K) tal que

A+ AT =31,
[1,0] (a) Mostre que a matriz A ndo é hemi-simétrica e que a matriz A + AT é invertivel.
[1,5] (b) Prove que 3 é valor préprio de A se, e sé se, A nao é invertivel. Conclua que quando 3 é valor préprio
de A também 0 é valor préprio de A.
[1,5] (¢) Justifique que, se X é vector préprio de A associado ao valor préprio 3 entdo X é vector préprio de

AT associado ao valor préprio 0.
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Uma resolugdo com notas explicativas

—

O sistema AX = 0 é possivel e determinado se, e s6 se, det A # 0. Vejamos quando é que det A # 0.
Temos
1 1 -1

0 k-1 2
0 k+1

1 1 -1
1 k 1
1

lo—ly
3=l

det A = = (k—1)(k+1).

Entao detA =0 se, e s6 se (k—1)(k+ 1) =0, ou seja, se, e sé se k =1 ou k = —1.
Assim, o sistema é possivel e determinado para k # 1 e k # —1.

Alternativamente poderiamos ter visto para que valores de k a matriz A tem caracteristica igual a
3.

11 -1
Para k = 2 temos a matriz A = { 1 2 1 1
11 2

,_.
|

Tomemos a matriz { . Para verificar que esta matriz é a inversa da matriz A basta

Wi Wl
W= WK

(=)

ver que

—
=
=N
o o~ |
-
-
—
[
Gl ol
|
O = =
|
W= WY
[ |
~
w

Ora, de facto, temos

)
(-5 +1(-3) 1L.(-1)+21+1.0 L14+2(-2)+1.(3 =I3.
L1+1(-3)+2(—3) L(-1)+1.1+2.0 L1+ 1(-2)+2(3)
1 -1 1
Logo | -3 1 -2 | é a matriz inversa de A.
-3 0 3

Dado que detA = 8 # 0, a matriz simples A do sistema AX = B é invertivel. Assim sendo podemos

aplicar a regra de Cramer para resolver o sistema. Sabemos que a solugdo (aq, as, a3) do sistema é

dada por
1 1 -1 11 -1 1 1
2 3 1 1 2 1 1 3 2
-1 1 3 1 -1 3 1 11 -1 1
o = « = ——— s « = = ——,
! detA 2 detA 3 detA 2

Usando a Regra de Sarrus para calcular cada um dos determinantes de ordem trés vem:

1 1 1
0] :—7’ o = s Ny = ——.
1 2 2 3 2

Comecemos por calcular as coordenadas do vector (3,2,1) na base B;.
3=a+fB+y v=1

Ora (3,2,1) = a(1,1,0) + 8(1,1,1) +4(1,0,0) & ¢ 2=a+ 7 S a=
1=p. B =1
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3.

1
base By é (3,0).

Donde f(3,2,1) = 3(1,2)+0(0,1) = (3, 6).

1
Temos A[ 1 ] = { g } Podemos entao afirmar que a sequéncia das coordenadas de f(3,2,1) na

O Teorema da Dimensao diz que, neste caso,

dimR? = dim Nucf 4+ dim Imf ou seja 3 = dim Nucf + dim Imf.

Ora, para que a aplicacao fosse injectiva teriamos de ter dim Nucf = 0. Tal nunca pode acontecer
uma vez que Imf é um subespaco de R? e, portanto, a sua dimensdao é no maximo 2 e, por isso,
dim Nucf > 1. Logo f nao é injectiva.

Sabemos que dim Imf = r(A). Ora dado que a matriz A estd em forma de escada e tem 2 linhas
nao nulas, temos que r(A4) = 2. Como f : R® — R?, dim(R?) = 2 = dimIm f podemos concluir

que f é sobrejectiva.

Consideremos o seguinte diagrama

RS . R2 .~ RQ

que representa a composicao de aplicagoes f = idr2 o f. Esta igualdade, em termos matriciais e
considerando as bases indicadas no diagrama, corresponde a igualdade

M(f, Bl, bCR2) = M(idRQ ; BQ, bC]Rz)M(f; Bl, BQ),

ou seja,

C=QA

Calculemos a matriz @Q = M (idgz; Ba, begz).

Temos

idge(1,2) = (1,2) = 1(1,0) + 2(0, 1)
idg2(0,1) = (0,1) = 0(1,0) + 1(0, 1).

10
Desta forma obtemos @ = M (idgz; Be, bcgz) = [ 5 1 ] , € assim vem

1 0 1 0 2
C_M(f;Bl,bcmz)—lQ IH(I) (1] _ﬂ_lz 1 3]'

(a) Os valores préprios da matriz A sdo os zeros da equagao caracteristica |A — AI3| = 0.
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Temos
2—A 2

det(A — \3) =0
( 3) N

(4= X)(- 1)+

(4-N[2-\2-16] =0
A=N(2 =N 42N +4) =0
(A= N (=A=2)(6—X) =0
—(A=4)A+2)(A—6)=0

& A=-2VA=4VA=6.

re o0 2

Dado que neste caso todos os valores préprios séo raizes simples do polinémio caracteristico |A— 3],
podemos concluir que todos eles tém multiplicidade algébrica igual a 1.

(b) Para que X seja um vector préprio de A teremos de ter X # 0 e AX = A\X para algum A € R. Nesse

caso diz-se que X é um vector proprio de A associado ao valor préprio A. Ora temos

2 2 —1|[1 6 1
8 2 1 2l=|12|=6|2],
00 4 0 0
€
22 1] o 0
8 2 1 1| = —4
00 4 2 8 P

0

1] 0
Concluimos assim que { 2 | # { 0 ] é um vector préprio de A associado ao valor préprio 6, e

0

1 ] #* { 0 ] é um vector préprio de A associado ao valor préprio 4.

(¢) Para calcularmos M_s, o subespago préprio associado ao valor préprio —2, teremos de resolver o
sistema (A 4 2I3)X = 0. Os vectores de M_5 sao as solugdes do referido sistema.
Para resolver o sistema levemos a matriz simples A + 213 a sua forma de escada reduzida. Através

de transformacoes elementares nas linhas de A + 213 obtemos

42 -1 (42 -1 ] 42 -1
8 4 1 || o0 120 0 5ot
0 0 6 0 0 0 6
(402 -1 42 0 Ly
0 00 1|1y 0 1 (fe.r.)
0 0 0 0 0 0
Assim temos equivalentemente
1, _ _ 1
xr+35y=0 N T=-35Y
z=0 z=0
Podemos entao afirmar que
- o] [-w] [
EM e |y | = y | =y L],yek
0 0
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Entao, pelo que foi visto atrds, a sequéncia é geradora de M_5. Como é uma sequéncia

o

formada apenas por um vector, que é nao nulo, é também uma sequéncia linearmente independente.

Logo constitui uma base do subespaco M _s.

Dado que
1
1 -5 0
(X17X27X3> = 2 ) 1 ) ’
0 0 2

é uma sequéncia de vectores proprios de A associados a valores proprios dois a dois distintos, é, por
isso, linearmente independente. Por outro lado, como sdo 3 vectores do espago Mjsx1(R) que tem
dimensao 3, sdo uma base desse espago. Esta sequéncia é portanto uma base de M3, (R) constituida

por vectores préprios. Concluimos entdao que A é diagonalizdvel.

A matriz que permite diagonalizar a matriz A e obter a matriz diagonal

6 0 O
D=0 -2 0
0 0 4

é a matriz P € M3x3(R) cujas colunas correspondem aos vectores préprios associados as valores

préprios 6, —2 e 4, respectivamente.

Assim, a matriz P tal que P"1AP =D é

1
1 -5 0
P=|2 1 1
0 0 2
Se A fosse hemi-simétrica teriamos A = —A", ou seja A + A" = 0,,x,. Mas por hipétese temos

A+ AT =3I, # 0xn. Donde A nao é hemi-simétrica. Por outro lado temos |A + AT| = |31, =
3" #£ 0 e, portanto, A + A" é invertivel.

Dado que A = —A" + 31, vem

3 é valor prépriode A < |A —31,| =0
|- AT +31, -31,] =0
S|-AT|=0e|AT|=0< Al =0

< A nao é invertivel

Por outro lado se A néo é invertivel, entdao |A] = 0 = |A — 01,], ou seja, 0 é valor préprio de A.

Suponhamos que X é vector préprio de A associado ao valor préprio 3. Entdo X #0e AX = 3X,
ou seja, AX —3X = 0. Pondo a matriz coluna X em evidéncia vem (A — 3I,,)X = 0. Dado que,
por hipétese, temos A — 3I,, = —AT resulta que —AT X = 0 e, consequentemente, AT X = 0. Logo,

como X # 0, X é vector préprio de AT associado ao valor préprio zero.



