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Ct FACULDADEDE o6 Algebra Linear e Geometria Analitica C
UNIVERSIDADE NOVA DE LISB0A Segundo Teste — 14 de Janeiro de 2011

Sé serdo consideradas as respostas devidamente justificadas.

Na resolugdo, mude de folha sempre que mudar de grupo.
[Cotagio]

1. Considere os subespacos vectoriais de R?,

G={(a,bc) eR*:c=-2a} e H=1{(21,2),(1,0,0),(~1,1,2)).

[2,0] (a) Determine, justificando, uma base de G e uma base de H indicando as respectivas dimensoes.
[2,0] (b) Obtenha um conjunto de geradores para o subespago G + H e indique a sua dimenséo.
[1,5] (¢) Justifique que ((—1,1,2)) é uma base de GN H.

Mude de Folha

2. Seja f : R? — R? uma aplicacdo linear tal que
Y(a,b,c)cR? fla,b,¢) = (a+b,2b — a).

[2,5] (a) Determine uma base do niicleo de f e a dimensao do subespago Im f. Indique, justificando, se f é

[2,5] injectiva ou se é sobrejectiva.

(b) Considere as bases
B =((1,0,1),(1,1,1),(0,0,1)) e B'=((1,1),(1,0)
de R3 e R2, respectivamente. Determine, indicando todos os célculos efectuados,

M(f;B,B).

Mude de Folha

2 3 -3
3. Considere amatriz A= | 0 -1 3 | € M3x3(R).
0 0 2
[2,0] (a) Determine os valores préprios de A e indique as respectivas multiplicidades algébricas.
[1.5] (b) Determine uma base do subespaco préprio associado ao valor préprio 2 e indique a multiplicidade

geométrica deste valor préprio.

[2,0] (c) Sabendo que —1 é valor préprio de A e que mg (—1) = 1 conclua, justificando, que A é diagonalizdvel

e indique uma matriz diagonal semelhante a A.

4. Seja C = {A € Myxn(R) : existe k € R tal que A+ AT = kI, }.

[1,5] (a) Mostre que C é um subespago vectorial de M, (R).
[2,5] (b) Seja f: Mpuxn(R) — My xn(R) a aplicagdo linear tal que

Vacm, @ fA)=A+AT

Mostre que
Nuc f = {4 € M, xn(R) : A é hemi-simétrica} C C.

Fim
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Uma resolugdo com notas explicativas

1.

(a)

Comecemos por determinar uma sequéncia geradora do subespago G. Temos
(a,b,c) € G < (a,b,c) = (a,b,—2a) = (a,0,—2a) + (0,b,0) = a(1,0,—-2) + 5(0,1,0),a,b € R.
Assim vem G = ((1,0,-2),(0,1,0)) e S = ((1,0,-2), (0,1,0)) é uma sequéncia geradora de G.
Dado que

(1,0,—-2) # «(0,1,0), Va € R,
concluimos que S uma sequéncia linearmente independente. Donde S é uma base de G e dim G=2.
De acordo com a definicao de H, temos que a sequéncia S = ((2,1,2),(1,0,0),(—1,1,2)) é uma
sequéncia geradora de H. Usemos matrizes para determinar uma base de H a partir da sequéncia

S’. Consideremos a matriz A cujas linhas sao os vectores da sequéncia S’. Fazendo transformacoes

nas linhas de A obtemos

1 00 100 100
A= 2 1 2|71 0 1 2 |6|0 1 2
-1 1 2 01 2 000

Temos entao que ((1,0,0),(0,1,2)) é uma base de H e dimH=2.

Dado que G = ((1,0,—-2),(0,1,0)) e H = ((1,0,0), (0,1, 2)), G+ H ¢ gerado pela uniao das sequéncias

geradoras que definem os subespagos G e H, isto €,
G+ H ={(1,0,-2),(0,1,0),(1,0,0),(0,1,2)).

Usemos matrizes para calcular uma base de G + H, a partir desta sequéncia geradora. Temos entao

10 -2 10 -2 10 -2 10 -2
01 0| __|o01 o1 _lo 1 0
lg—11 ly—1g ly—13
10 0 00 2 00 2 00 2
01 2 01 2 00 2 00 0

Assim ((1,0,—2),(0,1,0),(0,0,2)) é uma base de G+ H e dim(G + H) = 3. Dado que G + H é um

subespaco de dimensdo 3 de R3, concluimos que G + H = R3.

Pelo teorema das dimensoes temos:

dim (G + H) = dim G + dim H — dim GN H,

donde tendo em conta a alinea b) vem 3 =2+ 2 —dim G N H, ou seja dim GN H = 1.

Ora num espaco vectorial de dimensao 1, qualquer sequéncia desse espago com um vector nao nulo
constitui uma base. Dado que (—1,1,2) € G, pois satisfaz a condigdo ¢ = —2a, e (—1,1,2) € H pois
é um dos geradores na definicao de H, temos que (—1,1,2) € GN H. Assim ((—1,1,2)) é uma base
de GNH.
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2. (a) Determinemos uma sequéncia geradora de Nucf. Temos

(a,b,c) € Nucf < f(a,b,c) =(0,0) < (a+0b,20—a)=(0,0) <
a+b=0A2b—a=0 & a=-bAN3=0 & a=0Ab=0AceR &
(a,b,¢) =(0,0,¢) =¢(0,0,1), c € R.

Logo Nucf = ((0,0,1)) e, portanto, ((0,0,1)) é uma sequéncia geradora de Nucf. Entdo como a
referida sequéncia tem apenas um vector nao nulo, concluimos que é linearmente independente e
portanto é uma base de Nucf. Assim temos dim Nucf = 1.

Aplicando o Teorema da Dimensdo, obtemos dim R? = dim Nucf+dimImf ou seja 3 = 14dim Im .
Portanto dim Im f = 2.

Dado que Nuc f = ((0,0,1)) # {(0,0,0)} concluimos que f néo é injectiva. Como dim Imf =2 =

dimR? vem que Im f = R2, e podemos assim concluir que f é sobrejectiva.

(b) Calculemos as imagens dos vectores da base B e determinemos as coordenadas dessas imagens na

base B’. Temos

f(1,0,1)=(,-1) = -=1(1,1)+2(1,0)
f(]-v]-vl) = (271) = 1(131)+1(170)
f£(0,0,1) = (0,0) = 0(1,1) +0(1,0).
~_ | -1 1.0
Donde M(f;B,B') = 0 1 0].

3. (a) Os valores préprios de A séo as rafzes do seu polindmio caracteristico |4 — A13).

Assim

2—A 3 -3
det(A—X3)=0 < det 0 -1-Xx 3 =0
0 0 2—A
S 2-XN)(-1-XM)2-XN=0
& —(A=2>2A+1)=0.
Assim, o conjunto dos valores préprios de A é {—1,2}. Dado que 2 e —1 so, respectivamente, raizes
dupla e simples do polinémio caracteristico temos que a multiplicidade algébrica do valor préprio 2

é 2, ma(2) = 2, e a multiplicidade algébrica do valor préprio —1 é 1, ma(—1) = 1.

(b) Os vectores préprios associados ao valor préprio 2 sdo dados pelas solugbes nao nulas do sistema
(A—2I3)X =0.

Assim temos

0 3 -3 1 -1 01 —1
A-2I3=1|0 -3 e -3 3 | |0 0
0 0 0 0 0
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O sistema ¢é entao equivalente a

—Z:O =
Y PN y==z
reR r,z € R

Vem entao que

x x
My = y | EMsxi(R):y=2p = z | iz,z€R
z z
Dado que
x| 0 1 0
z | = +1z | =z +z| 1|, zz2€R,
z z 1
1 0
o subespacgo proprio associado ao valor proprio 2 é My = < 01,1 > .
0 1
Como
0
0|#a]| 1 |,VaeR,
1
0
temos que é 0f,]1 é uma base de Ms e mg(2) = dimM;, = 2.
0 1

Dado que a multiplicidade algébrica (ma) de um valor préprio é sempre maior ou igual a sua multipli-

cidade geométrica (mg) e ma(—1) = 1, vem que mg(—1) < 1. Mas como a multiplicidade geométrica

de qualquer valor préprio é sempre maior que zero, a multiplicidade geométrica do valor préoprio —1

terd de ser 1, mg(—1) = 1.
Assim temos

mg(—1) + mg(2) = 1+ 2 =3 =n = ordem da matriz A.

Logo A é diagonalizavel. Uma matriz diagonal semelhante a A serd uma matriz diagonal cujos

elementos diagonais sdo os valores préprios de A, ocorrendo cada um deles tantas vezes quanto a sua

respectiva multiplicidade algébrica. Por exemplo a matriz

é uma matriz diagonal semelhante a A.

Mostremos que C é um subespago vectorial de M,,,,(R) utilizando o Critério de Subespago Vectorial.

1) Por defini¢ao de C temos C C M,,x, (R).
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2) O vector nulo do espago M,,x,,(R) é a matriz nula de ordem n, que denotamos por 0, x,-
Entdo Opsxn + (0nxn)? = 0nxn + Onxn = Onxn = 0I,. Donde 0,,,, € C para k = 0.
3) Sejam A, B € C. Entéo existem kq, ks € R tais que A+ AT = kiI,, e A+ AT = koI,.

Assim vem
(A+B)+(A+B)" =A+B+ AT + B = (A+ A") + (B+ B") = k11, + koI, = (k1 + ko)1,

com ki + ko € R. Logo A+ B €C.

4) Sejam A € C e a € R. Entdo existe k € R tal que A + AT = kI,,.

Obtemos

(@A) + (aA)T = aA + (aA)T = aA + aAT = a(A+ AT) = a(kl,) = (ak)I,, com ok € R.
Logo aA € C.

De 1), 2), 3) e 4) concluimos que C é subespago vectorial de M, x, (R).

Seja A € My xn(R). Como
Nuc f = {A € Muxn(R): f(A) =O0pxnt

temos que

AeNucf & f(A) =0pxn & A+ AT =0, & AT = —A.

Logo Nuc f = {A € Myxn(R) : A é hemi-simétrica}.
Por outro lado dada A € Nuc f temos A7 = —A, donde vem

A+ AT =A— A=0,y, =01,.

Assim para k=0 A+ AT = kI, e, portanto A € C. Provamos entdo que Nuc f C C.



