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Ct PACULDADE DE oia Algebra Linear e Geometria Analitica C
UNIVERSIDADE NOVA DE LISBOA Segundo Teste — 18 de Janeiro de 2012

S6 serdo consideradas as respostas devidamente justificadas.

Na resolucdo, mude de folha sempre que mudar de grupo.
[Cotagio]

1. Seja f: R? — Ry[x] a aplicacdo linear tal que
Vipeoers  fla,bc) =az® + (a+b)z+a—b.

[3.0] (a) Determine uma base do nicleo de f e a dimensao da imagem de f. Conclua, justificando,
que f nao é injectiva.
[4,0] (b) Em R? considere a base
B=((2,1,0),(0,1,0),(1,1,1))

e em Ry[z] a base
B = (1,x,x2) )

Determine, indicando todos os calculos efectuados, a matriz

M(f;B,B).

Mude de Folha

3 0 4
2. Considere amatriz A= | 2 1 4 | € M3x3(R).
1 0 3
[3,0] (a) Determine os valores préprios de A e indique as respectivas multiplicidades algébricas.
[2,5] (b) Determine uma base do subespago préprio associado ao valor préprio 1 e indique a multi-

plicidade geométrica deste valor préprio.

[1.5] (c) Sabendo que 5 é valor préprio de A conclua, justificando, que A é diagonalizavel e indique

uma matriz diagonal semelhante a A.

Mude de Folha

3. Considere, em R?, um referencial ortonormado directo (O;eq,es,e3) e os pontos A = (1,3,5),
B=(1,23)eC=(221).

[1,0] (a) Determine um vector w perpendicular aos vectores B e B? com norma 4.
[0,5] (b) Indique, justificando, o valor do co-seno do angulo que o vector w faz com o vector es.
[1,0] (c) Determine o volume do paralelepipedo determinado pelas arestas [OA], [OB] e [OC].

Mude de Folha
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4. Seja F um espago vectorial sobre K e (uy, u2, us, u4) uma base de E.

Considere os vectores de E:
v =uUr+u2tustug vy =ur+uz+us v3=1up+uz

(a) Justifique que (v1,ve2,v3,v4) é uma base de E.

(b) Considere os subespacos de E:
F = (us,us) e G = (ug,vs,vs).

Justifique que £ = F & G.

(c) Determine, justificando, uma aplicagao linear f : E — F tal que:

V4 = UT.

Nuc f = (ug,u3), Imf=(vi,v2) e [f(us)=ua.
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Uma resolugdo com notas explicativas

1. (a)

O nicleo de f é dado por
Nuc f = {(a,b,c) eR?: f(a,b,c) = 0x? +033+0}.
Desta forma vemos que

fla,b,c) =022+ 0z + 0 ax’ + (a+b)r+a—b=02>+0r +0 <

a=0
a=20
a+b=0 <

b=0

a—b=0

Assim, Nuc f = {(a,b,c) e R* :a=0Ab=0} ={(0,0,¢) : a,b € R} = ((0,0,1)).
Como (0,0,1) é gerador do nicleo de f e é um tnico vector ndo nulo, é linearmente inde-
pendente e, portanto, base Nuc f = ((0,0,1)).
Pelo Teorema da Dimensdo sabemos que dimR3 = dim Nuc f + dimIm f. Como sabemos
dimR3 = 3 e, dado que, dim Nuc f = 1, entdo dimIm f = 2.
Uma aplicagao linear é injectiva se, e sé se, a dimensao do seu ntcleo é zero. Neste caso,
dimNuc f =1 # 0 logo f nao é injectiva.
Uma aplicacao linear é sobrejectiva se, e s6 se, a dimensao do subespaco imagem é igual a
dimensao do espago de chegada. Dado que dimIm f = 2 # dim Ry[z] = 3 concluimos que f

também nao é sobrejectiva.

Para obter a matriz pedida comecamos por determinar a imagem de cada um dos vectores
da base do espago de partida:

f2,1,0) =222+ 2+ Do+ (2—-1) =222+ 32 + 1

f(0,1,0) =022+ (0+ )z +(0—1) =022+ — 1

fL,L ) =122+ (1+ Dz + (1 —1) = 122 + 22 + 0.

Depois escrevemos cada uma das imagens obtidas como combinagao linear dos vectores da
base do espago de chegada:

f(2,1,0) =222 +32+1=1x (1) +3 x (z) + 2 x (2?)

f(0,1,0) =022+ 2 —1=-1x (1) + 1 x (z) +0 x (z?)

f(1,1,1) =122 422 +0=0x (1) +2 x (z) + 1 x (2?).

A matriz pretendida obtem-se dispondo nas suas colunas os coeficientes obtidos para cada

um dos vectores. Desta forma temos:

1
M(f;B,B/)Z 3 1
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2.

(a)

Os valores préprios da matriz A, sao os zeros do seu polinémio caracteristico. Comecemos

por determinar o polinémio caracteristico de A, pa(z) = |4 — z13].
3—x 0 4
2 1-z 4
1 0 3—z
1-2)B3-2-2)B3-2+2)=(1—-2)*5-2).

Lapl

21 —a) x (—1)2H2 2o A
Cc2

|A—IL‘[3‘: 1 3—x

Os valores préprios da matriz A sdo entdo o 1 e 0 5 em que ma(5) =1 e ma(l) = 2.

O subespaco proprio da matriz A associado ao valor préprio 1 é dado por:

C c

a
M1: b

€M3X1(R) : (A—l[g)[ Z ] =0

Este subespaco é o conjunto das solucoes do seguinte sistema homogéneo:

2
2
1

O conjunto de solugoes deste sistema corresponde ao conjunto de solugoes de uma tnica

o O O
N

equagao a + 2¢ = 0 < a = —2¢. Assim,
a —2c
M = b | € Maxi(R):a=—2¢cp = b | :b,ceER
C C
—2¢ 0 -2 0 -2
Como b | =0bl1|+c| o], temos My = 1, 0 . Dado que os geradores
c 0 1 0 1

de M; sao apenas dois e nenhum deles é multiplo escalar do outro, entao sao linearmente

independentes.

0 1
Como a multiplicidade geométrica de um valor proprio é a dimensao do subespaco préprio

0 -2
Assim uma base de M7 sera [ 1 ], { 0 ] e, portanto, dim M; = 2.

que lhe esta associado vem
mg(1l) = dim(M;) = 2.

Como 5 ¢é valor préprio de A entao dim M5 > 1 e, por isso, mg(5) > 1. Como vimos na
alinea anterior mg(1) = 2, mas como mg(5) + mg(1) < 3 = ordem da matriz A, concluimos
que mg(5) = 1.

Temos entao que mg(5) + mg(1l) = 1+ 2 = 3 =ordem da matriz A, logo A é diagonalizdvel.
Uma matriz diagonal semelhante a A terd na diagonal principal os valores proprios da matriz
A que aparecerao tantas vezes quanto a sua multiplicidade algébrica. Assim, uma matriz

diagonal semelhante a A serd, por exemplo:

Il
o o ~
o = o
oo o
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3. (a) Sabemos que zﬁ X B? 1L E e que E X B? 1L B7>' Assim, o vector w pretendido terd a

direccao de zﬁ X B? embora possa ter uma norma diferente da deste vector.

Temos:

AB=B—A=(1,2,3)—(1,3,5) = (0,~1,-2)

BC=C—-B=(221) —(1,23) = (1,0,-2).

Atendendo a que ﬁ = —eg9 + 2e3 € % = ey 4+ 2e3 vamos calcular o produto externo de
E por B? usando a menemonica do determinante:

el ) es Lapl
a -1 -2 0 -2 0 -1

0 -1 —2| = e(—1) +eg(—1)112 +ez(—1)1*3 = 2e1—2es+-e3,

Lo ) 4 0o -2 1 -2 1

assim, E X B.C>v = 2e1 — 2ey + e3.
Ora, a norma deste vector é Hﬁ X %H =22+ (-2)2+12=19=3.

Sabemos que um vector unitario com a direcgao de A§ X B(% ¢é dado por

1 1 2 2 1
AB x BC) = =(26; — 2 = Zei— Zeyt Zes.
A<D H( X ) 3( el es + e3) 361 362+ 363

Um vector w nas condic¢oes pretendidas serd dado por

2 2 1 4
4.vers(@ X B?) =4 <361 — 3 + 3@3> = ;61 - 262 + 33

(b) O co-seno de um vector com um dos vectores da base fixa no referencial ortonormado

corresponde & coordenado do versor do vector relativamente a esse mesmo vector da base.
Como o versor de w é ainda o versor de A§ X B(f temos que versw = %61 — %62 + %63.

. —_—
Assim, cos(w, €3) = —2.

(c¢) O volume do paralelepipedo determinado pelas arestas [OA], [OB] e [OC] é dado pelo médulo
do produto misto dos vectores (721, (ﬁ e O? .

Uma vez que O = (0,0,0) temos

O—1>4: le; + 3eq + bes, @:el+262+363 e @:2614—262—1—63.
Assim, o produro misto é dado por:
@AXOBTC = 1 » 5

3

LipL _ 1(_1)1+1

Cc1

2 3 3 5 5

+1(_1)2+1 +2(_1)3+1

2 2 1

Logo, o volume do paralelepipedo é |1| = 1.

4. (a) Como (u1,uz,us,us) é uma base de E, sabemos que dim E = 4. Uma vez que a sequéncia
dada tem 4 vectores, para provarmos que esta sequéncia é uma base de F, basta garantir
que é linearmente independente.

As sequéncias de coordenadas de cada um dos vectores vy, v2, v3 € v4 na base (u1, ug, us, uq)
sao, respectivamente, (1,1,1,1), (1,1,1,0), (1,1,0,0) e (1,0,0,0). Tomando estas sequéncias,

pondo-as nas linhas de uma matriz e levando-a a forma de escada tem-se:
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11 1 1 1 0 0 0 10 0 0
1 11 0 1100|5010 0
Lol el
110 0| gag |11 1 0] bhofoo1 o
100 0 11 1 1 Tl o1 1
100 0 100 0
v lo 10 0 01 0 0
ls—ta - (f.e.)
S e oo 10 a—lz3 |0 0 1 0

00 1 1 00 0 1

Dado que a forma de escada da matriz das coordenadas nao tem linhas nulas, os vectores
de onde partimos sao linearmente independentes e portanto constituem uma base de F.
Uma forma de garantir que £ = F @ G é verificar que F+G=FE e FNG={0g}.
Sabemos que F' + G = (us, u4, ug, v3,v4) = (us, ug, u2, U1 + ug, uy).

Como uj +ug é combinagao linear de uy e ug , temos ainda que F+G = (uq, ug, us, ug) = E.
Por outro lado, temos dim F' = 2 e como G = (ug,vs,vs) = (ug,u; + ug,u1) = (ug,ui),

dim G = 2. Pelo Teorema das dimensoes sabemos que
dim(F + G) =dim F + dim G — dim(F N G),

dado que dim(F 4+ G) =4, dim F = 2 e dim G = 2, concluimos que dim(F N G) = 0 e que,
portanto, FNG = {0g}.

Podemos entao afirmar que £ = F @ G.

Pelo Teorema da Extensao Linear sabemos que uma aplicagdo linear fica perfeitamente
determinada através das imagens dos vectores de uma base do espacgo de partida.

Considerando a base de F, (u1,us, us, us) podemos, através das imagens dos seus vectores,
definir a aplicagao pedida. Uma vez que pretendemos que Nuc f = (ug, u3) entdo f(uz) = 0g
e f(uz) = 0g e, como nos é pedido, f(ug) = uy.

Para garantirmos que Im f = (v, v9) é suficiente que, por exemplo facamos
flur) = v2 = u1 + uz + ug.

De facto, como Im f = (f(u1), f(u2), f(us), f(u4)) = (v2,0g,0E,us) e o vector O nao é
necessario para gerar um subespago, temos Im f = (ve, ug) = (ug + uz + us, uq).

Por outro lado, sabemos que se, numa sequéncia geradora substituirmos um vector pela sua
soma com outro da sequéncia, a sequéncia obtida gera o mesmo subespaco. Temos entao
que Im f = (uy + ug + us, ug) = (ug + ug + ug, u1 + ug + ug + ug) = (va,v1). Desta forma
Im f verifica a condi¢ao pedida uma vez que a troca da ordem dos vectores numa sequéncia

geradora nao altera o subespaco gerado.

Podemos entao afirmar que a aplicacao linear definida por

flur) = va, f(uz) = 0p, f(uz) = Op e f(us) = uy4

esta nas condigoes pretendidas.



