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Ct FACULDADEDE e Algebra Linear e Geometria Analitica
UNIVERSIDADE NOVA DE LISB0A Primeiro Teste — 21 de Outubro de 2015

Sé serdo consideradas as respostas devidamente justificadas.
[Cotagio]

3,00 1. Considere as matrizes

0 2 2 -2
o 1 0 1
s s 1 o 1 3 3 -1
A= s s 0 o EMys(R) eB=|0 1 0 2| €Ms5xa(R)
12 2 1
—2 -1 2 1 -1
11 1 -1

(a) Justifique que é possivel efectuar 3BT + 24 e AB indicando o niimero de linhas e o nimero de

colunas de cada uma das matrizes resultantes.
(b) Determine os elementos (AB)3; e (3BT + 24)14.

(¢) Atendendo a que a matriz AB é simétrica e que a linha 2 de AB é (6,19, 18, —4), indique a coluna
2 de AB.

[40] 2. Considere a matriz B = F3FE>FE; A, sendo:

1 0 o0 1 0 0 0 1 0 0 1 -2
Es=|0 1 o |, Es=1{0 1 o |, Fi=|1 0 o e A= 1 1 0 |-
0 -3 1 1 0 1 0 0 1 -1 2 -5

(a) Defina matriz elementar.
(b) Determine a matriz B sem efectuar a multiplicacdo de matrizes.

(¢) Indique, justificando, a caracteristica de A.

1 -5 0
[25] 3. Determine, se possivel, a inversa da matriz C' = { 0 1 3 ] € Msx3(R).
0 0 1

[5.00 4. Considere o sistema de equagoes lineares AX = B, em que

1 2 -1 T 1
A=| -a —a 0 |, X=|y | e B=| —a |,
-2 -4 « z 153

com «, 3 € R.

(a) Discuta o sistema AX = B.

(b) Para o =2 e § = —2 resolva o sistema AX = B e indique o seu conjunto solucao.
0 2 0
[2,0] 5. Calcule o determinante da matriz G=| 3 4 2 | € Msx3(R).
-1 6 3

[35] 6. Sejam A € My, (K) e B € M,,,(K), com p # n, tais que AB é uma matriz invertivel. Mostre que:

(a) O sistema homogéneo BX = 0 é possivel e determinado.

(b) n > p.
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Uma resolugdo com notas explicativas

1. (a) Atendendo a que B € M5x4(R) entdao BT € Myx5(R).

Uma vez que o produto de um escalar a por uma matriz M é uma matriz com o mesmo nimero de
linhas e colunas que M, podemos afirmar que 3BT € Myy5(R) e 24 € Myx5(R). Dado que estas
duas matrizes tém o mesmo nimero de linhas e 0 mesmo niimero de colunas entao é possivel efectuar
a sua adicao sendo a matriz resultante uma matriz com o mesmo niimero de linhas e de colunas que
as suas constituintes, ou seja, 3B" + 24 € Myx5(R).

A multiplicagdo das matrizes A e B é possivel se o nimero de colunas de A for igual ao ntimero de
linhas de B. Neste caso, o nimero de colunas de A é cinco e o nimero de linhas de B é também
cinco. Logo o produto AB existe e terd niimero de linhas igual ao da matriz A e nimero de colunas

igual ao da matriz B. Tem-se, portanto, que AB € Myx4(R).

(b) O elemento (3,1) da matriz AB obtém-se através da linha 3 de A e da coluna 1 de B. Assim, tem-se:
(AB)31 =2x04+3x1+0x0+2x14+1x1=6.
Para o célculo do elemento (3BT + 2A4)14, atenda-se a que
(3BT +2A4)14 = (3BT )14+ (24)14 =3(B" )14 + 2414 =3By +241, =3 x 1 4+2x 1 =5.

Logo (AB)3; =6e (3BT +2A)14 = 5.

(c) Se AB é simétrica, entdo (AB)" = AB, logo cada linha i de AB é igual & coluna i de (AB)", que
coincide com AB. Podemos entao afirmar que a coluna 2 de AB é igual a linha 2 de AB que é
(6,19,18,—4).

2. (a) Uma matriz £ € M, xn(K), com K=R ou K =C e n €N, diz-se elementar se se obtém da matriz
identidade de ordem n, I,,, efectuando uma tnica transformacao elementar (sobre linhas ou colunas).

(b) A matriz B obtém-se a partir da matriz A efectuando transformagoes elementares sobre linhas, uma

vez que
AGsr BATaon PR A oy BB BrA = B,
pois I3 7> B s 5y Ba e ds ey s
Assim,
1 1 0 1 1 0 1 1 0
Avom | o 1t 2 | 55mr |01 2 | 55|01 2| =B
-1 2 -5 03 -5 00 1

(¢) Como se pode verificar na alinea anterior a matriz A é equivalente por linhas & matriz B, sendo B
uma matriz em forma de escada com trés linhas ndo nulas. Deste modo podemos concluir que a
caracteristica de A é 3, pois corresponde ao nimero de linhas nao nulas de uma matriz em forma de

escada equivalente por linhas a A.

3. A matriz C é invertivel pois tem caracteristica igual & ordem da matriz (note-se que C estd em forma de

escada e C' tem 3 linhas ndo nulas, donde r(C) = 3). Assim, como

—15

[ClI5]

la+(=3)l1 l1+512

o O =
S = O
= o O
o O =
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podemos concluir que C~! =

o o

o = o™
|
w

4. (a) A matriz ampliada do sistema AX = B é

[AB]=| -a —a 0 |-«

Assim,
1 2 -1 1 1 2 -1
—a —a 0 |-a | 7rey” | 0 a —al 0 | 75
-2 -4 « B8 -2 -4 a |p

1 2
0 «
0 0

-1 1
—a 0
a—2|6+2

(%)-

e Sea#0ea#?2entdo r(A) = r([A|B]) = 3. Como n = 3 é o nimero que incégnitas, podemos

afirmar que o sistema é possivel e determinado (V3 € R).

e Se a = 0 entdo, de (x), tem-se:

12 —1] 1 12 —1] 1
00 0] 0 ot |00 2] p+2
00 —2|B8+2 00 0/ 0

Neste caso vem r(A) = 2 e r([A4|B]) = 2 independentemente de § (ou seja,v3). Como n =3 é o

nimero de incégnitas do sistema entao o mesmo é possivel e indeterminado com grau de indeter-

minagao igual a 3 —2 = 1.

e Se a = 2 entao, de (x) vem:

12 -1 1
02 —2| o0
00 0]B+2

Neste caso tem-se que r(A) = 2, e r([A|B]) depende do valor de £.

o Se B # —2 entao r([A|B]) = 3 e, como 1(A) = 2, entao o sitema AX = B é impossivel.

o Se 8 = —2 entao r([4|B]) = 2 e, como r(A) = 2, entdo o sitema AX = B é possivel e

indeterminando com grau de indeterminacao igual a 3 —2 = 1.

(b) Substituindo a =2 e = —2 em (x), tem-se

-
l1+(72)l2

S O =

0 (f-e)

O sitema AX = B é assim equivalente ao sistema

r=1-—z
r+z=1
> yy==z
y—z=20
z € R.

O conjunto solucao do sistema é

CSZ{(mayaZ)ER?’:;U:l—z,y:Z}
:{(17’272;Z):Z€R}.

o = O

(fer)
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5. Calcule-se o determinante da matriz G aplicando o teorema de Laplace, & primeira linha da matriz (ou

6.

seja,

(a)

usando a defini¢do). Atendendo a que a primeira linha de G s6 tem uma posi¢do nao nula, obtem-se:

det(G)zdet([g i 3]):2x(_1)1+2xdet<{ | §D:(_2)x(9+2)=—2z.

-1 6 3 -

Suponhamos que o sistema BX = 0 é indeterminado (repare que este sistema é homogéneo, portanto
uma sua solugao é a solugao nula, tornando o sistema possivel). Entao, existe uma solugdo X; do
sistema BX = 0, ndo nula. Isto é, X; #20e BX; =0.
Mas isto implica que

(AB)X; = A(BX;) =A0=0,

ou seja, X7 € solugao nao nula do sistema (AB)X = 0. Assim sendo, podemos afirmar que o sistema
homogéneo (AB)X = 0 é indeterminado. Portanto, r(AB) < p (p é o nimero de incégnitas do
sistema (AB)X = 0). Mas isto implica que a matriz AB nao é invertivel. Contradigdo com o
enunciado. Logo, o sistema BX = 0 é determinado.

Alternativamente

Considere-se a matriz (AB)~*A. Multiplicando, & esquerda, ambos os membros da equagao matricial

BX = 0 por esta matriz, obtemos
BX =0= (AB) 'ABX =0= X =0.
Concluimos assim que X = 0 é a tnica solucao do sistema BX = 0. Podemos, portanto, afirmar que

BX =0 é possivel determinado.

Pela alinea anterior, o sistema BX = 0 é determinado, ou seja, r(B) = p. Mas por definigdo de
caracteristica, r(B) < n (n é o ntumero de linhas de B). Assim sendo temos r(B) = p < n. Como

p # n, concluimos que p < n.



