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Só serão consideradas as respostas devidamente justificadas.
[Cotação]

1. Considere a base de R3, B = ((−1, 1, 1), (1, 1, 1), (1, 1, 0)) e a aplicação linear f : R3 −→ R3 tal que

f(a, b, c) = (−a, b, b),

para todo o (a, b, c) ∈ R3. Seja A =M(f ;B,B).

(a) Determine a matriz A.[2,5]

(b) Calcule dim Im f e indique, justificando, se f é sobrejectiva.[2,0]

(c) Verifique que (0, 0, 1) ∈ Nuc f e determine uma base do Nuc f .[2,0]

(d) Determine uma matriz Q ∈M3×3(R) tal que M(f ;B, b.c.R3) = QA.[2,5]

2. Considere C =


2 1 0

1 2 0

0 0 3

 ∈M3×3(R). Sabendo que 3 é um valor próprio de C e que




1

1

1

,


1

1

0




é uma base do subespaço próprio de C associado ao valor próprio 3, mostre que:

(a) 1 é valor próprio de C e determine uma base do subespaço próprio de C associado a este valor[2,5]

próprio.

(b) Justifique que C é diagonalizável e indique uma matriz P tal que P−1CP =


3 0 0

0 1 0

0 0 3

.[2,5]

3. Considere o referencial ortonormado directo (O; e1, e2, e3) e os pontos

A = (2, 1,−1), B = (3, 2, 0), C = (2, 2, 0).

Determine:

(a)
−−→
AB ×

−→
AC;[1,5]

(b) a área do triângulo [ABC];[1,5]

4. Seja A ∈Mn×n(R) tal que A2 − 3A+ 2In = 0. Mostre que:

(a) Todo o valor próprio de A pertence ao conjunto {1, 2}.[1,5]

(b) Se a matriz A2 é diagonalizável, então a matriz A também é diagonalizável.[1,5] �� ��Fim
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1. (a) Atendendo a que:

f(−1, 1, 1) = (1, 1, 1) = 0(−1, 1, 1) + 1(1, 1, 1) + 0(1, 1, 0)

f(1, 1, 1) = (−1, 1, 1) = 1(−1, 1, 1) + 0(1, 1, 1) + 0(1, 1, 0)

f(1, 1, 0) = (−1, 1, 1) = 1(−1, 1, 0) + 0(1, 1, 1) + 0(1, 1, 0)

Podemos obter a matriz pretendida dispondo por colunas os coeficientes anteriormente obtidos.

Assim teremos: A =M(f ;B,B) =


0 1 1

1 0 0

0 0 0

.

(b) Como dim Im f = r(A) basta determinar a caracteŕıstica de A para sabermos a dimensão do

subespaço imagem.

Visto que,


0 1 1

1 0 0

0 0 0

 −−−−−→l1↔l2


1 0 0

0 1 1

0 0 0

 (f.e.), podemos concluir que r(A) = 2.

Logo dim Im f = 2. Como uma aplicação linear é sobrejectiva se, e só se, a dimensão do espaço

imagem for igual à dimensão do espaço de chegada podemos concluir que, neste caso, f não é

sobrejectiva pois a dimensão do espaço de chegada é dim(R3) = 3 6= dim Im f = 2.

(c) Um vector pertence ao núcleo de uma aplicação linear se, e só se, a sua imagem for o zero do espaço

de chegada. Ora, como f(0, 0, 1) = (0, 0, 0) podemos afirmar que (0, 0, 1) ∈ Nuc f .

Pelo Teorema das dimensões sabemos que

dim(R3) = dim Nuc f + dim Im f ⇔ 3 = dim Nuc f + 2⇔ dim Nuc f = 1.

Como dim Nuc f = 1, (0, 0, 1) ∈ Nuc f e (0, 0, 1) 6= (0, 0, 0), podemos concluir que ((0, 0, 1)) é uma

base do núcleo de f .

(d) Esquematicamente temos:

R3 R3 R3 .
B B b.c.R3

- -
f idR3

AAA QQQ �

QAQAQA

f

Uma vez que f = idR3 ◦f podemos afirmar queM(f ;B, b.c.R3) = QA onde Q é a matriz de mudança

de base M(idR3 ;B, b.c.R3).

Atendendo a que

idR3(−1, 1, 1) = (−1, 1, 1) = −1(1, 0, 0) + 1(0, 1, 0) + 1(0, 0, 1)

idR3(1, 1, 1) = (1, 1, 1) = 1(1, 0, 0) + 1(0, 1, 0) + 1(0, 0, 1)

idR3(1, 1, 0) = (1, 1, 0) = 1(1, 0, 0) + 1(0, 1, 0) + 0(0, 0, 1)

Podemos então afirmar que a matriz de mudança de base M(idR3 ;B, b.c.R3) =


−1 1 1

1 1 1

1 1 0

 = Q
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2. (a) 1 é valor próprio de A se, e só se, |A− 1I3| = 0.

Como |A−1I3| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0

1 1 0

0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (porque é o determinante de uma matriz com duas linhas iguais),

podemos concluir que 1 é valor próprio da matriz A.

O subespaço próprio associado ao valor prório 1 é

M1 = {X ∈M3×1 : AX = 1.X} = {X ∈M3×1 : (A− 1I3)X = 0}.

Resolvendo o sistema (A− 1I3)X = 0, vem

=


1 1 0 0

1 1 0 0

0 0 2 0

 −−−−−−−−−→l2+(−1)l1


1 1 0 0

0 0 0 0

0 0 2 0

 −−−−−→l1↔l2


1 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 0


−−−−→

1
2 l2


1 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

,
logo, x+ y = 0

z = 0
⇔

x = −y

z = 0
, y ∈ R.

Assim,

M1 =




x

y

z

 ∈M3×1 : x = −y, z = 0, y ∈ R

 =




−y

y

0

 : y ∈ R

 =

〈
1

−1

0


〉
.

Como a sequência




1

−1

0


 é de M1 e é constitúıda por matrizes l.i (só uma matriz diferente de

03×1), então




1

−1

0


 é uma base de M1.

(b) Sabe-se das aulas teóricas que uma matriz C ∈M3×3 é diagonalizável se a soma das multiplicidades

geométricas de todos os seus valores próprios for igual a 3 (ordem de C).

Ora, α = 3 e α = 1 são os únicos vectores próprios de C. Por hipótese tem-se que α = 3 é um valor

próprio cujo subespaço próprio M3 admite




1

1

1

,


1

1

0


 como base e, pela aĺınea (a), tem-se

que M1 admite




1

−1

0


 como base.

Assim, mg(3) = dimM3 = 2 e mg(1) = dimM1 = 1, tendo-se mg(3) + mg(1) = 3, o que permite

afirmar que C é diagonalizável. Uma matriz P tal que

P−1CP =


3 0 0

0 1 0

0 0 3


é pois uma matriz constrúıda a partir dos vectores próprios que definem as bases de M3 e M1,

colocados em colunas pela ordem correspondente à posição dos valores próprios de C, colocados na
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matriz D =


3 0 0

0 1 0

0 0 3

. Por exemplo a matriz P pode então ser dada por

P =


1 1 1

1 −1 1

1 0 0

.

3. (a) Sabendo que se a base (e1, e2, e3) é ortonormada e directa, temos

−−→
AB = (1, 1, 1) = e1 + e2 + e3

e
−→
AC = (0, 1, 1) = e2 + e3.

Consequentemente,

−−→
AB ×

−→
AC =

mnemónica

∣∣∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

1 1 1

0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
 =

∣∣∣∣∣ 1 1

1 1

∣∣∣∣∣ e1 −
∣∣∣∣∣ 1 1

0 1

∣∣∣∣∣ e2 +

∣∣∣∣∣ 1 1

0 1

∣∣∣∣∣ e3
= −e2 + e3 = (0,−1, 1).

(b) Como a sequência (
−−→
AB,

−→
AC) é linearmente independente então os pontos A, B, C definem um

paralelogramo cuja área é

‖
−−→
AB ×

−→
AC‖ = ‖ − e2 + e3‖ =

√
(−1)2 + 12 =

√
2.

A área do triângulo cujos vértices são os pontos A, B e C é dada por

‖
−−→
AB ×

−→
AC‖

2
=

√
2

2
.

4. (a) Seja λ um valor próprio de A. Isto significa que existe uma matriz coluna X (vector próprio de A)

tal que X 6= 0 e

AX = λX.

Por hipótese, A2 − 3A+ 2In = 0 então (A2 − 3A+ 2In)X = 0X = 0. Mas

A2X = AAX = A(λX) = λ(AX) = λλX = λ2X.

Donde,

0 = (A2 − 3A+ 2In)X = A2X − 3AX + 2InX = λ2X − 3λX + 3X = (λ2 − 3λ+ 2)X.

Portanto, (λ2 − 3λ+ 2)X = 0. Como X 6= 0, então

λ2 − 3λ+ 2 = 0.

Porque 0 = λ2 − 3λ+ 2 = (λ− 1)(λ− 2), concluimos que λ = 1 ou λ = 2.
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(b) Se A2 é diagonalizável, então existe uma matriz P ∈Mn×n(R), invert́ıvel tal que

P−1A2P = D,

em que D é uma matriz diagonal. Por hipótese, A2 − 3A+ 2In = 0, ou seja,

A =
1

3
(A2 + 2In).

Assim sendo,

P−1AP = P−1
(

1

3
(A2 + 2In)

)
P =

1

3
(P−1A2P + 2P−1InP ) =

1

3
(D + 2In).

Porque D é matriz diagonal e In é matriz diagonal, então 1
3 (D + 2In) é uma matriz diagonal. Mas

isto significa que A é diagonalizável.


