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Sé serdo consideradas as respostas devidamente justificadas.

[Cotagio]
1. Considere a base de R3, B = ((—1,1,1),(1,1,1),(1,1,0)) e a aplicagao linear f: R3 — R3 tal que
f(av bv C) = (7@, ba b)7
para todo o (a,b,c) € R3. Seja A = M(f;B,B).
[2,5] (a) Determine a matriz A.
[2,0] (b) Calcule dimIm f e indique, justificando, se f é sobrejectiva.
[2,0] (c) Verifique que (0,0,1) € Nuc f e determine uma base do Nuc f.
[2,5] (d) Determine uma matriz @ € M3yx3(R) tal que M(f;B,b.c.rs) = QA.
2 1 0
2. Considere C=| 1 2 0 | € M3sx3(R). Sabendo que 3 é um valor préprio de C e que
0 0 3
1 1
11,1
1 0
é uma base do subespago proprio de C' associado ao valor préprio 3, mostre que:
[2,5] (a) 1 é valor préprio de C e determine uma base do subespago préprio de C associado a este valor
proprio.
3 0 0
[2,5] (b) Justifique que C é diagonalizével e indique uma matriz P tal que P"'CP = | 0 1 0
0 0 3
3. Considere o referencial ortonormado directo (O;eq,eq,e3) € 0s pontos
A:(2a17_1)7 B:(37270)5 C:(2a270)
Determine:
[1,5] (a) zﬁ X ﬁ ;
[1.5] (b) a drea do triangulo [ABC];
4. Seja A € My« (R) tal que A% — 34 + 2I,, = 0. Mostre que:
[1,5] (a) Todo o valor préprio de A pertence ao conjunto {1,2}.
[1,5] (b) Se a matriz A% é diagonalizdvel, entdo a matriz A também é diagonalizdvel.
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Uma resolugdo com notas explicativas

Atendendo a que:
f(_la 17 1) = (17 1a 1) = 0(_17 1a 1) + 1(17 17 1) + 0(17 17 O)
F(1,1,1) = (=1,1,1) = 1(=1,1,1) + 0(1,1,1) + 0(1,1,0)
f(1,1,0) = (-1,1,1) = 1(-1,1,0) + 0(1,1,1) + 0(1,1,0)

Podemos obter a matriz pretendida dispondo por colunas os coeficientes anteriormente obtidos.

0 1 1
Assim teremos: A= M(f;B,B)=|1 0 0
0 0 0
Como dimIm f = r(A) basta determinar a caracteristica de A para sabermos a dimensdo do
subespago imagem.
0 1 1 1 0 0
Vistoque, | 1 0 0 | 7557 | 0 1 1 (f.e.), podemos concluir que r(A) = 2.
0 0 0 0 0 O

Logo dimIm f = 2. Como uma aplicagao linear é sobrejectiva se, e s6 se, a dimensao do espago
imagem for igual a dimensao do espaco de chegada podemos concluir que, neste caso, f nao é
sobrejectiva pois a dimensdo do espaco de chegada é dim(R?) = 3 # dimIm f = 2.

Um vector pertence ao ntcleo de uma aplicacao linear se, e s6 se, a sua imagem for o zero do espaco
de chegada. Ora, como f(0,0,1) = (0,0,0) podemos afirmar que (0,0,1) € Nuc f.

Pelo Teorema das dimensoes sabemos que
dim(R?) = dim Nuc f + dimIm f < 3 = dim Nuc f 4+ 2 < dim Nuc f = 1.

Como dim Nuc f =1, (0,0,1) € Nuc f e (0,0,1) # (0,0,0), podemos concluir que ((0,0,1)) é uma

base do ntcleo de f.

Esquematicamente temos:

]RB f . RS ld]R3 _ RS
\\ A B Q // bC]R'a
w
QA

Uma vez que f = idgs of podemos afirmar que M(f;B,b.c.rs) = QA onde @ ¢é a matriz de mudanca
de base M (idgs; B, b.c.g3).
Atendendo a que

idgs(—1,1,1) = (=1,1,1) = —1(1,0,0) + 1(0,1,0) + 1(0,0,1)

idgs(1,1,1) = (1,1,1) = 1(1,0,0) + 1(0,1,0) + 1(0,0,1)

idgs(1,1,0) = (1,1,0) = 1(1,0,0) + 1(0,1,0) + 0(0,0, 1)

1
Podemos entao afirmar que a matriz de mudanga de base M (idgs; B, b.c.gs) = 1 1 1|=Q
0
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2.

(a)

1 é valor préprio de A se, e s6 se, |[A — 113 = 0.

1 10
Como [A—1I3l=|1 1 0 | =0 (porque é o determinante de uma matriz com duas linhas iguais),
0 0 2

podemos concluir que 1 é valor préprio da matriz A.

O subespago proprio associado ao valor prorio 1 é
M, = {X € M3yq: AX = ].X} = {X € Msyq : (A— 1I3)X = 0}

Resolvendo o sistema (A — 113)X = 0, vem

1 1 0 1 1 0(0 1 1 010
:1100W0000l19120020
0 0 210 0 0 20 0 0 010
1 1 0/0
|00 1o
0 0 010
logo,
z+y=0 T =—
< , yeR
z = z2=0
Assim,
T -y 1
M, = Y €EMsyi:x=-y, 2=0, yeR ) = Yy y€eR < -1 >
0 0
1
Como a sequéncia -1 é de M; e é constituida por matrizes l.i (s6 uma matriz diferente de
0
1
03x1), entao -1 é uma base de M;.
0

Sabe-se das aulas tedricas que uma matriz C' € M3«3 é diagonalizavel se a soma das multiplicidades
geométricas de todos os seus valores préprios for igual a 3 (ordem de C).

Ora, @ = 3 e « = 1 sfo os Unicos vectores proprios de C. Por hipdtese tem-se que o« = 3 é um valor

1 1
préprio cujo subespago préprio M3 admite 1],]1 como base e, pela alinea (a), tem-se
1 0
1
que M; admite -1 como base.
0

Assim, mg(3) = dim M3 = 2 e mg(1) = dim M; = 1, tendo-se mg(3) + mg(1) = 3, o que permite

afirmar que C é diagonalizdvel. Uma matriz P tal que

pP-lcp =

S O W
S = O
w o O

é pois uma matriz construida a partir dos vectores proprios que definem as bases de M3z e My,

colocados em colunas pela ordem correspondente a posi¢ao dos valores proprios de C, colocados na
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3 0 0
matriz D= | 0 1 0 |.Por exemplo a matriz P pode entao ser dada por
0 0 3
1 1 1
P=|1 -1
1 0 O

3. (a) Sabendo que se a base (eq, ez, e3) é ortonormada e directa, temos

1@: (1,171) =e1; +ex+e3
AC = (0,1,1) = es + e3.
Consequentemente,

1 1
0 1

Exﬁ: mnemoénica | 1 1 1 = es

=—ey+e3=(0,—-1,1).

(b) Como a sequéncia (E,B) é linearmente independente entdo os pontos A, B, C definem um

paralelogramo cuja area é
JAB x A0 = || - &3 + el = V/(CIZ + 12 = V2.

A area do triangulo cujos vértices sao os pontos A, B e C' é dada por

|4B x AC|| _ V2

2 2

4. (a) Seja A um valor préprio de A. Isto significa que existe uma matriz coluna X (vector préprio de A)
tal que X #0 e
AX = )\X.

Por hipétese, A2 —3A + 2I,, = 0 entdo (A% — 34+ 21,,)X = 0X = 0. Mas
A?X = AAX = A(AX) = MAX) = X = \2X.
Donde,
0= (A% —3A+2I,)X = A’X — 3AX +2I, X = \>X —3\X +3X = (\2 =3\ +2)X.
Portanto, (A2 — 3\ + 2)X = 0. Como X # 0, entdo
M —3\+2=0.

Porque 0 = A2 — 3\ +2 = (A — 1)(\ — 2), concluimos que A =1 ou A = 2.
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(b) Se A% ¢ diagonalizavel, entdo existe uma matriz P € M,,«,(R), invertivel tal que
P 1A?2P =D,
em que D é uma matriz diagonal. Por hipétese, A2 — 34 + 2I,, = 0, ou seja,

A= (A% +21,).

1
3
Assim sendo,

1 1 1
P7lAP = P! (3(A2 + 2In)) P= §(JflAQP +2P7'1,P) = g(D +21,,).

Porque D é matriz diagonal e I,, é matriz diagonal, entao %(D + 2I,,) é uma matriz diagonal. Mas

isto significa que A é diagonalizavel.



